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ÅîÝôáóç Éáíïõáñßïõ 2006 ÅîåôáóôÞò: ÄçìÞôñéïò ÍôáÞò

ÈÅÙÑÇÔÉÊÁÈÅÌÁÔÁ

ÈÅÌÁ 1ï (i) Íá äéáôõðùèåß êáé íá áðïäåé·èåß ôï èåþñçìá ôïý Lagrange.

(ii) Íá äéáôõðùèåß êáé íá áðïäåé·èåß ôï èåþñçìá ôïý Poincarª (ðåñß ôÞò áñéèìçôéêÞò óõìðåñéöïñÜò ôïý

äåßêôç õðïïìÜäùí åíôüò ìéáò äåäïìÝíçò ïìÜäáò).

ÈÅÌÁ 2ï Íá áðïäåé·èïýí ôá áêüëïõèá: (i) ÅÜí n ≥ 3, ôüôå Z(Sn) = {Id}.

(ii) ÅÜín ≥ 5 êáé åÜíèåùñçèåß ùò ãíùóôü ôï üôé ïé åíáëëÜóóïõóåò ïìÜäåòAn åßíáé áðëÝò, íááðïäåé·èåß

ìÝóù ôïý (i) üôé ïé {Id}, An êáéSn åßíáé ïé ìüíåò ïñèüèåôåò õðïïìÜäåò ôÞòSn.

ÈÅÌÁ 3ï Íá äéáôõðùèïýí ôá ôñßá èåùñÞìáôá ôïý Sylow êáé íá äïèåß ðëÞñçò áðüäåéîç êáé (ôïõëÜ·éóôïí ìßá)

åöáñìïãÞ åíüò åî áõôþí.

ÈÅÌÁ 4ï Íá áðïäåé·èåß üôé êÜèå ðåðåñáóìÝíç áâåëéáíÞ ïìÜäá åßíáé éóüìïñöç ìå ôï åõèý ãéíüìåíï êõêëéêþí

ïìÜäùí.

ÈÅÌÁ 5ï (i) Íá äéáôõðùèåß êáé íá áðïäåé·èåß ôï èåþñçìá áíôéóôïé·ßóåùò.

(ii) ÊÜíïíôáò ·ñÞóç ôïý (i), ôïý 3ïõ èåùñÞìáôïò éóïìïñöéóìþí ïìÜäùí êáé ìáèçìáôéêÞò åðáãùãÞò íá
áðïäåé·èåß üôé êÜèå ðåðåñáóìÝíç p-ïìÜäá äéáèÝôåé ìéá ïñèüèåôç óåéñÜ

{e} = G0 E G1 E G2 E · · · E Gν = G,

ìå Gi E G, ∀i ∈ {0, 1, . . . , ν}, êáé Gi/Gi−1 ∼= Zp, ∀i ∈ {1, . . . , ν}.

ÈÅÌÁÔÁÓμÅÔÉÆÏÌÅÍÁÌÅ ÔÉÓ ÅÖÁÑÌÏÃÅÓ

ÈÅÌÁ 6ï ¸óôù p Ýíáò ðñþôïò áñéèìüò êáé Ýóôù Zp∞ :=
n

a
pi
+ Z

¯̄̄
a ∈ Z, i ∈ N0

o
⊂ Q/Z. Íá áðïäåé·èïýí ôá

áêüëïõèá:

(i) Ôï Zp∞ åßíáé ìéá Üðåéñç õðïïìÜäá ôÞò (ðñïóèåôéêÞò) ðçëéêïïìÜäáò Q/Z.

(ii) Zp∞ =
©

p−n + Z
¯̄
n ∈ N0

ª®
.

(iii) ÊÜèå óôïé·åßï ôÞò Zp∞ Ý·åé ôÜîç ßóç ìå pn, ãéá êÜðïéïí n ∈ N0.

(iv) ¸óôù H ìéá õðïïìÜäá ôÞò Zp∞ , ãéá ôçí ïðïßá õðÜñ·åé Üíù öñÜãìá ôïý óõíüëïõ ôùí ôÜîåùí ôùí

óôïé·åßùí ôçò. ¸óôù pk :=max{ord(h)| h ∈ H} . Ôüôå éó·ýåéH =

p−k + Z

®
ìå |H| = pk.

(v) Ãéá ïéáäÞðïôå õðïïìÜäáH üðùò óôï (iv) éó·ýåé Zp∞/H ∼= Zp∞ .

ÈÅÌÁ 7ï Íá ôáîéíïìçèïýí (ìÝ·ñéò éóïìïñöéóìïý) ïé ðåðåñáóìÝíåò ïìÜäåò ðïõäéáèÝôïõí ôï ðïëý 3 äéáöïñåôéêÝò

êëÜóåéò óõæõãßáò.

ÈÅÌÁ 8ï Áò õðïèÝóïõìå üôé Ý·ïõìå ðñïìçèåõèåß ôñåéò Üóðñåò êáé ôñåéò ìáýñåò ·Üíôñåò êáé üôé áõôÝò êåßíôáé åðß

åíüò åðéðÝäïõ ó·çìáôßæïíôáò êïñõöÝò êáíïíéêïý åîáãþíïõ P . ¸óôù ÐåñÓõìì(P ) ∼= Z6 ç ïìÜäá ôùí

ðåñéóôñïöéêþí óõììåôñéþí ôïýP êáé Ýóôù Óõìì(P ) ∼= D6 çðëÞñçò ïìÜäá óõììåôñéþí ôïýP. ÅÜíùòX

óõìâïëßóïõìå ôï óýíïëï üëùí ôùí äõíáôþí ó·çìáôéóìþí êáíïíéêþíåîáãþíùíáõôïýôïýåßäïõò (Þôïé ìå

ôñåéò Üóðñåò êáé ôñåéò ìáýñåò ·Üíôñåò ùò êïñõöÝò ôïõò), ôüôå ôï æçôïýìåíï åßíáé ï ðñïóäéïñéóìüò ôïý

1



ðëÞèïõò ôùí ïõóéùäþò äéáöïñåôéêþí ôñüðùí êáôáóêåõÞò åíüò «óõììåôñéêïý ðåñéäÝñáéïõ» êÜíïíôáò

·ñÞóç ôùí 6 äéáèÝóéìùí ·áíôñþí, õðü ôçí ðñïûðüèåóç üôé äõï êáíïíéêÜ åîÜãùíá P, P 0 áíÞêïíôá óôï

X ëïãßæïíôáé ùò «ôáõôéæüìåíá» üôáí õðÜñ·åé g ∈ G ðïõ áðåéêïíßæåé ôï P åðß ôïý P 0, óôéò áêüëïõèåò

ðåñéðôþóåéò: (i)G =ÐåñÓõìì(P ) êáé (ii)G = Óõìì(P ).

(Äéåõêñßíéóç: Ôï æçôïýìåíï ðëÞèïò ôùí ïõóéùäþò äéáöïñåôéêþí ôñüðùí êáôáóêåõÞò ôïý ðåñéäÝñáéïõ

ðñïêýðôåé ýóôåñá áðü êáôáìÝôñçóç ôùí ôñï·éþí ùò ðñïò ôç öõóéêÞ äñÜóç ôÞò Z6 (óôçí ðåñßðôùóç (i))

êáé, áíôéóôïß·ùò, ôÞòD6 (óôçí ðåñßðôùóç (ii)) åðß ôïý óõíüëïõX.)

ÈÅÌÁ 9ï Íá áðïäåé·èïýí ôá áêüëïõèá: (i) ÊÜèå ïìÜäá ôÜîåùò 665 åßíáé éóüìïñöç ôÞò Z665.

(ii) Íá ôáîéíïìçèïýí (ìÝ·ñéò éóïìïñöéóìïý) ïé ðåðåñáóìÝíåò ïìÜäåò ðïõ äéáèÝôïõí ìßá êáé ìüíïí ãíÞ-

óéá, ìç ôåôñéììÝíç õðïïìÜäá.

ÈÅÌÁ 10ï Ç Üðåéñç äéåäñéêÞ ïìÜäá D∞ ïñßæåôáé ùò ç õðïïìÜäá ôùí éóïìåôñéþí ôÞò ðñáãìáôéêÞò åõèåßáò R, ç
ïðïßá áðáñôßæåôáé áðü ôéò éóïìåôñßåò ðïõ óôÝëíïõí ôï õðïóýíïëï ôùí áêåñáßùí íá áðåéêïíéóèåß óôïí
åáõôü ôïõ. Äåí åßíáé äýóêïëï íá äéáðéóôùèåß üôé D∞ = ht, si , üðïõ t ç ðñïò ôá äåîéÜ ìåôáöïñÜ êáôÜ
ìßá ìïíÜäá, Þôïé ç t(x) = x+ 1, êáé s ï êáôïðôñéóìüò ùò ðñïò ôï ìçäÝí, Þôïé ç s(x) = −x. (Âë. ó·Þìá.)

Ðñïöáíþò, s2 = e, st = t−1s, üðïõ e åßíáé ç ôáõôïôéêÞ áðåéêüíéóç.

(i) Ðïéá óôïé·åßá ôÞòD∞ Ý·ïõí ðåðåñáóìÝíç ôÜîç; Ó·çìáôßæïõí áõôÜ ìéá õðïïìÜäá ôÞòD∞;

(ii) Íá áðïäåé·èåß üôé |D∞ : hti| = 2.

(iii) Íá áðïäåé·èåß üôé çD∞ åßíáé åðéëýóéìç (Þôïé üôé äéáèÝôåé ìéá ïñèüèåôçóåéñÜ, üëåò ïé ðçëéêïïìÜäåò

ôÞò ïðïßáò åßíáé áâåëéáíÝò).

---------------------------------------------------

• Íá áðáíôçèïýí ôï ðïëý 3 èÝìáôá áíÞêïíôá óå ìßá åê ôùí äýï ðáñáôéèÝìåíùí êáôçãïñéþí èåìÜôùí êáé
ôï ðïëý 2 èÝìáôá áíÞêïíôá óôçí Üëëç.

• ÊÜèå ïñèþò áðáíôçèÝí èÝìá èá ëáìâÜíåé 2 ìïíÜäåò.

• ÊáôÜ ôç äéÜñêåéá ôÞò åîåôÜóåùò ïé óçìåéþóåéò èá ðáñáìåßíïõí êëåéóôÝò.

• Åíôüò ôïý ãñáðôïý ïé åîåôáæüìåíïé ïöåßëïõí íá áíáãñÜöïõí ñçôþò óå ðïéï åê ôùí äïèÝíôùí èåìÜôùí
áðáíôïýí.

• Ç ·ñÞóç ðïëý äõóáíÜãíùóôçò ãñáöÞò Þ/êáé ìç áíáãíùñßóéìùí ìáèçìáôéêþí óõìâüëùí åíäÝ·åôáé íá
ïäçãÞóåé óå ìåßùóç ôïý âáèìïý (ëüãù áäõíáìßáò äéïñèþóåùò åê ìÝñïõò ôïý åîåôáóôïý).

• ÊáôÜ ôç äéÜñêåéá ôÞò åîåôÜóåùò äåí åðéôñÝðïíôáé óõæçôÞóåéò ìåôáîý ôùí åîåôáæïìÝíùí, áíôéãñáöÞ Þ
áäéêáéïëüãçôç õðÝñâáóç ôïý ïñéóèÝíôïò ·ñüíïõ ãéá ôçí áðÜíôçóç ôùí èåìÜôùí. (ÊÜôé ôÝôïéï èá åß·å

ùò óõíÝðåéá åéäéêÞ ìïíïãñáöÞ óçìÜíóåùò ôïý ãñáðôïý êáé óõíáêüëïõèï ìçäåíéóìü ôïõ.)

---------------------------------------------------

ÊÁËÇ ÅÐÉÔÕμÉÁ!
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