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ΚΑΝΟΝΕΣ  ∆ΙΕΞΑΓΩΓΗΣ  ΤΗΣ  ΕΞΕΤΑΣΕΩΣ 
 

Τα θέματα που δίνονται είναι εν συνόλω 15 και υποδιαιρούνται σε δύο κατηγορίες: σε 
θεωρητικά θέματα και σε θέματα σχετιζόμενα με τις εφαρμογές.  Οι φοιτητές/φοιτήτριες 
καλούνται να απαντήσουν το πολύ σε 7 εξ αυτών, υπό τον όρο ότι τα προς απάντησιν 
επιλεγόμενα θέματα τα οποία ανήκουν αποκλειστικώς σε μία εκ των δύο κατηγοριών δεν 
υπερβαίνουν τα 4. Κάθε ορθώς απαντημένο θέμα (με ολοκληρωμένη αποδεικτική επι-
χειρηματολογία) βαθμολογείται με 5 μονάδες. Πληρουμένων αυτών των προϋποθέσεων 
η λήψη τού βαθμού «άριστα» (στην προκειμένη ενδιάμεση εξέταση) επιτυγχάνεται με τη 
συγκέντρωση 35 μονάδων.  
 
Υποσημειώσεις: (α) Όπως έχει ήδη διευκρινισθεί από τις πρώτες παραδόσεις τού μαθή-
ματος, ο βαθμός τής ενδιαμέσου εξετάσεως αντιστοιχεί στο 35% τού τελικού (συνολι-
κού) βαθμού ενός εκάστου εξεταζομένου. 
(β) Εντός τού γραπτού οι εξεταζόμενοι οφείλουν να αναγράφουν ρητώς σε ποιο εκ των 
δοθέντων θεμάτων απαντούν. 
(γ) Η χρήση πολύ δυσανάγνωστης γραφής ή/και  μη αναγνωρίσιμων μαθηματικών συμ-
βόλων ενδέχεται να οδηγήσει σε μείωση τού βαθμού (λόγω αδυναμίας διορθώσεως εκ 
μέρους τού εξεταστού). 
(δ) Κατά τη διάρκεια τής εξετάσεως δεν επιτρέπονται συζητήσεις μεταξύ των εξεταζο-
μένων, αντιγραφή ή αδικαιολόγητη υπέρβαση τού ορισθέντος χρόνου για την απάντηση 
των θεμάτων. (Κάτι τέτοιο θα είχε ως συνέπεια ειδική μονογραφή σημάνσεως τού γρα-
πτού και συνακόλουθο μηδενισμό του.)  
 
 
ΚΑΛΗ  ΕΠΙΤΥΧΙΑ 

 



ÈÅÙÑÇÔÉÊÁ ÈÅÌÁÔÁ

ÈÅÌÁ 1ï ÅÜí ôï K åßíáé Ýíá óþìá, íá äéáôõðùèåß êáé íá áðïäåé·èåß ôï ðñþôï èåþñçìá éóïìïñöéóìþí
äéáíõóìáôéêþí ·þñùí ïñéæïìÝíùí õðåñÜíù ôïýK.

ÈÅÌÁ 2ï Íá ïñéóèåß ôï ãñáììéêü Ýãêëåéóìá Lin(A) åíüò õðïóõíüëïõ A åíüò K-äéáíõóìáôéêïý ·þñïõ V

êáé íá áðïäåé·èåß ç éóüôçôá

Lin(A) = Lin (Lin(A)) .

ÈÅÌÁ 3ï ¸óôù K Ýíá óþìá êáé Ýóôù f : V −→ W Ýíáò ïìïìïñöéóìüò K-äéáíõóìáôéêþí ·þñùí ðåðåñá-
óìÝíçò äéáóôÜóåùò. ÅÜí õðïèÝóïõìå üôé dimK (V ) = n êáé dimK (W ) = m, íá áðïäåé·èåß üôé
õðÜñ·åé ìéá âÜóç B ôïý V êáé ìéá âÜóç D ôïýW, ïýôùò þóôå íá éó·ýåé

MB
D (f) =

Ã
Ir 0r×(n−r)

0(m−r)×r 0(m−r)×(n−r)

!
,

üðïõ ï MB
D (f) ∈ Matm×n (K) åßíáé ï ðßíáêáò ðïõ åêðñïóùðåß ôïí ïìïìïñöéóìü f ùò ðñïò ôéò

âÜóåéò B êáé D, êáé r :=rank(f) ç âáèìßäá ôïý f .

ÈÅÌÁ 4ï Íá äéáôõðùèåß êáé íá áðïäåé·èåß ôï èåìåëéþäåò èåþñçìá ôñéãùíéêïðïéÞóåùò åíäïìïñöéóìþí
ïéïõäÞðïôåK-äéáíõóìáôéêïý ·þñïõ ðåðåñáóìÝíçò äéáóôÜóåùò.

ÈÅÌÁ 5ï ¸óôù K Ýíá óþìá êáé Ýóôù V Ýíáò K-äéáíõóìáôéêüò ·þñïò äéáóôÜóåùò dimK (V ) = n < ∞.

ÅÜí f ∈ EndK(V ) êáé ïé λ1, . . . , λk åßíáé ïé éäéïôéìÝò ôïý f , íá áðïäåé·èåß ç éóïäõíáìßá ôùí
áêïëïýèùí óõíèçêþí:

(i) Ï f åßíáé äéáãùíéïðïéÞóéìïò.

(ii) ÅÜí ôï

χf (t) =
kY

j=1

(λj − t)mj

åßíáé ôï ·áñáêôçñéóôéêü ðïëõþíõìï ôïý f , ôüôå

dimK (Eig (f ;λj)) = mj , ∀j ∈ {1, . . . , k}.

(iii) V = Eig(f ;λ1)⊕ · · ·⊕ Eig(f ;λk) .

ÈÅÌÁ 6ï (i) Íá äéáôõðùèåß êáé íá áðïäåé·èåß ôï èåþñçìá ôùí Cayley êáé Hamilton.

(ii) ÂÜóåé ôïý èåùñÞìáôïò ôùí Cayley êáé Hamilton íá ðñïóäéïñéóèåß (êáé íá áðïäåé·èåß) êëåé-
óôüò ôýðïò õðïëïãéóìïý ôïý áíôéóôñüöïõ ðßíáêá åíüò ðßíáêá A ∈ GLn (K), üðïõ K Ýíá óþìá,
óõíáñôÞóåé êáôáëëÞëùí äõíÜìåùí ôïý A.

ÈÅÌÁ 7ï ¸óôù K Ýíá óþìá êáé Ýóôù V Ýíáò K-äéáíõóìáôéêüò ·þñïò äéáóôÜóåùò dimK (V ) = n < ∞.

ÅÜí f ∈ EndK(V ),

(i) íá äïèåß ï ïñéóìüò ôïý åëá·ßóôïõ ðïëõùíýìïõ ψf (t) ∈ K[t] ôïý f ,

(ii) íá áðïäåé·èåß üôé ψf (t)
¯̄
χf (t) êáé üôé χf (t)

¯̄¡
ψf (t)

¢n
, êáé

(iii) íá äéáôõðùèåß êáé íá áðïäåé·èåß ôï êñéôÞñéï äéáãùíéïðïéçóéìüôçôáò ôïý f óôï ïðïßï õðåé-
óÝñ·åôáé ôï åßäïò ôùí èÝóåùí ìçäåíéóìïý ôïý ψf (t).
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ÈÅÌÁÔÁ ÓµÅÔÉÆÏÌÅÍÁÌÅ ÔÉÓ ÅÖÁÑÌÏÃÅÓ

ÈÅÌÁ 8ï Íá áðïäåé·èåß üôé ôï óýíïëï

V :=

(
(x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn

¯̄̄̄
¯

nX
i=1

xi = 0

)
, n ∈ N, n ≥ 2,

åßíáé Ýíáò ãñáììéêüò õðü·ùñïò ôïý Rn êáé íá ðñïóäéïñéóèåß ìéá âÜóç ôïõ.

ÈÅÌÁ 9ï Äßíåôáé ï ïìïìïñöéóìüò ä.·. f : R3 −→ R3 ï ïñéæüìåíïò ìÝóù ôïý ôýðïõ:

f (x1, x2, x3) :=

⎛⎜⎝ 2x1 + x2 + 3x3

3x1 − x2 + x3

−4x1 + 3x2 + x3

⎞⎟⎠ , ∀ (x1, x2, x3) ∈ R3.

(i) Íá áðïäåé·èåß üôé r(f) = 2.

(ii) Íá ðñïóäéïñéóèïýí âÜóåéò B êáé D ôïý äéáíõóìáôéêïý ·þñïõ R3, ôÝôïéåò þóôå íá éó·ýåé

MB
D (f) =

⎛⎜⎝ 1 0 0

0 1 0

0 0 0

⎞⎟⎠ .

ÈÅÌÁ 10ï ¸óôù R[t] ï R-äéáíõóìáôéêüò ·þñïò ôùí ðïëõùíýìùí ìå ðñáãìáôéêïýò óõíôåëåóôÝò êáé Ýóôù
R [t]≤k ï õðü·ùñïò ôïý R[t] ï áðïôåëïýìåíïò áðü üëá ôá ðïëõþíõìá ôïý R[t] âáèìïý ≤ k. Èåù-
ñïýìå ôïí åíäïìïñöéóìü ôïý R[t]

D : R[t] −→ R[t], f(t) 7−→ D(f(t)),

ôïí åðáãüìåíï ìÝóù ôÞò (åðéôýðïõ) ðáñáãùãßóåùò.

(i) Íá áðïäåé·èåß üôé ôüóï ôï óýíïëïB = {1, t, t2, t3} üóï êáé ôï óýíïëïB0 = {1, 1+t, 1+t2, 1+t3}
áðïôåëïýí âÜóåéò ôïý R [t]≤3.

(ii) Ðïéïò åßíáé ï ðõñÞíáò êáé ðïéá ç åéêüíá ôïý ðåñéïñéóìïý

D|R[t]≤3 : R [t]≤3 −→ R [t]

ôïý åíäïìïñöéóìïýD åðß ôïý R [t]≤3 ;Ðïéåò åßíáé ïé äéáóôÜóåéò ôïõò;

(iii) Íá ðñïóäéïñéóèåß ï ðßíáêáòMB
B (D|R[t]≤3 ) ôïýD|R[t]≤3 ùò ðñïò ôçí B (åÜí áõôÞ èåùñçèåß ùò

äéáôåôáãìÝíç âÜóç).

(iv) Íá õðïëïãéóèåß ï ðßíáêáòMB0
B0 (D|R[t]≤3 ) ôïýD|R[t]≤3 ùò ðñïò ôçí B0 (åÜí áõôÞ èåùñçèåß ùò

äéáôåôáãìÝíç âÜóç).

ÈÅÌÁ 11ï ¸óôùK Ýíá óþìá êáé ÝóôùA ∈Matn×n (K) , ãéá êÜðïéïí n ∈ N. Íá áðïäåé·èïýí ôá áêüëïõèá:

(i) A ∈ GLn (K) åÜí êáé ìüíïí åÜí ôï 0K äåí åßíáé éäéïôéìÞ ôïý A.

(ii) A ∈ GLn (K) åÜí êáé ìüíïí åÜí ï óôáèåñüò üñïò ôïý åëá·ßóôïõ ðïëõùíýìïõ ψA(t) ∈ K[t]

ôïý A åßíáé äéÜöïñïò ôïý 0K .

(iii) ÅÜí A ∈ GLn (K), ôüôå ïé ðßíáêåò A êáé A−1 Ý·ïõí ôá ßäéá éäéïäéáíýóìáôá.

(iv) ÅÜí A ∈ GLn (K) êáé ïé éäéïôéìÝò ôïõ åßíáé ïé λ1, . . . , λk ∈ K, ôüôå ïé λ−11 , . . . , λ−1k åßíáé ïé
éäéïôéìÝò ôïý A−1.
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ÈÅÌÁ 12ï ¸óôù

A :=

⎛⎜⎝ 4 0 5

1 −1 1

−3 0 −4

⎞⎟⎠ ∈Mat3×3 (R) .

Íá áðïäåé·èåß üôé A2n+1 = A ãéá êÜèå n ∈ N.

ÈÅÌÁ 13ï Äßíåôáé ï ðßíáêáò

A :=

⎛⎜⎝ x− 1 −2 0

x− 2 2x− 1 0

0 0 2x

⎞⎟⎠ ∈Mat3×3 (R) .

Ãéá ðïéá x ∈ R åßíáé ï A äéáãùíéïðïéÞóéìïò;

ÈÅÌÁ 14ï ¸óôù f ï åíäïìïñöéóìüò

f : R2 −→ R2, f(x, y) := (4x+ y,−x+ 2y).

Íá áðïäåé·èåß üôé ï f äåí åßíáé äéáãùíéïðïéÞóéìïò, áëë' åíôïýôïéò åßíáé ôñéãùíéêïðïéÞóéìïò. Åí
óõíå·åßá, íá ðñïóäéïñéóèåß ìéá âÜóç ôïýR2 ùò ðñïò ôçí ïðïßá ï ðßíáêáò ôïý f åßíáé ôñéãùíéêüò.

ÈÅÌÁ 15ï Äßíåôáé ï ðßíáêáò

A :=

⎛⎜⎝ −1 3 0

0 2 0

2 1 −1

⎞⎟⎠ ∈Mat3×3 (R) .

Íáðñïóäéïñéóèïýí ôï ·áñáêôçñéóôéêü êáé ôï åëÜ·éóôï ðïëõþíõìï ôïýA, êáèþò êáé ïé éäéü·ùñïé
ôïýA, êáé íá åîåôáóèåß ôï êáôÜ ðüóïí õðÜñ·åé Þ äåí õðÜñ·åé ìéá âÜóç ôïýR3 áðïôåëïýìåíç áðü
ôá éäéïäéáíýóìáôá ôïý A.
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