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ΚΑΝΟΝΕΣ  ∆ΙΕΞΑΓΩΓΗΣ  ΤΗΣ  ΕΞΕΤΑΣΕΩΣ 
 

Τα θέματα που δίνονται είναι εν συνόλω 16 και υποδιαιρούνται σε δύο κατηγορίες: σε 
θεωρητικά θέματα και σε θέματα σχετιζόμενα με τις εφαρμογές.  Οι φοιτητές/φοιτήτριες 
καλούνται να απαντήσουν το πολύ σε 6 εξ αυτών. Κάθε ορθώς απαντημένο θέμα (με 
ολοκληρωμένη αποδεικτική επιχειρηματολογία) βαθμολογείται με 5 μονάδες. Όσοι εκ 
των φοιτητών/φοιτητριών προτίθενται να απαντήσουν σε ακριβώς 6 θέματα οφείλουν να 
συμπεριλάβουν σε αυτά ένα θέμα από την πρώτη και ένα θέμα από τη δεύτερη κατηγο-
ρία. Πληρουμένων αυτών των προϋποθέσεων η λήψη τού βαθμού «άριστα» (στην προ-
κειμένη ενδιάμεση εξέταση) επιτυγχάνεται με τη συγκέντρωση 30 μονάδων.  
 
Υποσημειώσεις: (α) Όπως έχει ήδη διευκρινισθεί από τις πρώτες παραδόσεις τού μαθή-
ματος, ο βαθμός τής δεύτερης ενδιαμέσου εξετάσεως αντιστοιχεί στο 30% τού τελικού 
(συνολικού) βαθμού ενός εκάστου εξεταζομένου. 
(β) Εντός τού γραπτού οι εξεταζόμενοι οφείλουν να αναγράφουν ρητώς σε ποιο εκ των 
δοθέντων θεμάτων απαντούν. 
(γ) Η χρήση πολύ δυσανάγνωστης γραφής ή/και  μη αναγνωρίσιμων μαθηματικών συμ-
βόλων ενδέχεται να οδηγήσει σε μείωση τού βαθμού (λόγω αδυναμίας διορθώσεως εκ 
μέρους τού εξεταστού). 
(δ) Κατά τη διάρκεια τής εξετάσεως δεν επιτρέπονται συζητήσεις μεταξύ των εξεταζο-
μένων, αντιγραφή ή αδικαιολόγητη υπέρβαση τού ορισθέντος χρόνου για την απάντηση 
των θεμάτων. (Κάτι τέτοιο θα είχε ως συνέπεια ειδική μονογραφή σημάνσεως τού γρα-
πτού και συνακόλουθο μηδενισμό του.)  
 
 
ΚΑΛΗ  ΕΠΙΤΥΧΙΑ 

 



ÈÅÙÑÇÔÉÊÁ ÈÅÌÁÔÁ

ÈÅÌÁ 1ï Íá äéáôõðùèåß êáé íá áðïäåé·èåß ôï ðñþôï èåþñçìá éóïìïñöéóìþí R-ìïäßùí.

ÈÅÌÁ 2ï Íá ïñéóèåß ôï ãñáììéêü Ýãêëåéóìá Lin(A) åíüò õðïóõíüëïõA åíüòR-ìïäßïõ V êáé íá áðïäåé·èåß
ç éóüôçôá

Lin(A) = Lin (Lin(A)) .

ÈÅÌÁ 3ï Íá äéáôõðùèåß êáé íá áðïäåé·èåß ôï èåþñçìá áíôáëëáãÞò ôïý Steinitz.

ÈÅÌÁ 4ï ¸óôùK Ýíá óþìá êáé Ýóôù f : V −→W Ýíáò ïìïìïñöéóìüòK-ãñáììéêþí ·þñùí ðåðåñáóìÝíçò
äéáóôÜóåùò. ÅÜí õðïèÝóïõìå üôé dimK (V ) = n êáé dimK (W ) = m, íá áðïäåé·èåß üôé õðÜñ·åé
ìéá âÜóç B ôïý V êáé ìéá âÜóç D ôïýW, ïýôùò þóôå íá éó·ýåé

MB
D (f) =

Ã
Ir 0r×(n−r)

0(m−r)×r 0(m−r)×(n−r)

!
,

üðïõ ï MB
D (f) ∈ Matm×n (K) åßíáé ï ðßíáêáò ðïõ åêðñïóùðåß ôïí ïìïìïñöéóìü f ùò ðñïò ôéò

âÜóåéò B êáé D, êáé r :=rank(f) ç âáèìßäá ôïý f .

ÈÅÌÁ 5ï ¸óôùK Ýíá óþìá. ÅÜím,n ∈ N, A ∈Matm×n (K) êáé b ∈ Km, íá áðïäåé·èåß ç éóïäõíáìßá ôùí
áêïëïýèùí óõíèçêþí:

(i) Ôï óýóôçìá ãñáììéêþí åîéóþóåùí

Ax = b, x = (x1, . . . , xn),

äéáèÝôåé (ôïõëÜ·éóôïí) ìßá ëýóç.

(ii) b ∈ Im (fA), üðïõ ç

fA : K
n −→ Km, fA (x) := Ax,

åßíáé çK-ãñáììéêÞ áðåéêüíéóç (ïìïìïñöéóìüò) ðïõ åðÜãåôáé áðü ôïí ðßíáêá A.

(iii) r (A) = r( eA), üðïõ ï eA åßíáé ï åðáõîçìÝíïò ðßíáêáò ôïý A.

ÈÅÌÁ 6ï (i) ¸óôù R Ýíáò ìåôáèåôéêüò 1-äáêôýëéïò êáé Ýóôù n ∈ N. ÅÜí ïé V êáéW åßíáé äõï R-ìüäéïé, íá
åîçãçèåß ôï ðüôå ìéá áðåéêüíéóç

f : V n −→W

·áñáêôçñßæåôáé ùò ðëåéïãñáììéêÞ êáé ðüôå ùò åíáëëÜóóïõóá.

(ii) ÅÜí èåùñçèåß ùò ãíùóôü ôï üôé ãéá êÜèå åíáëëÜóóïõóá ðëåéïãñáììéêÞ áðåéêüíéóç

δ :Matn×n (R) −→ R

éó·ýåé ç éóüôçôá

δ (A) = δ (In) · det (A) , ∀A ∈Matn×n (R) ,

íá áðïäåé·èåß üôé

det(AB) = det(A) det(B)

ãéá ïéïõóäÞðïôå ôåôñáãùíéêïýò ðßíáêåò A,B ∈Matn×n (R).
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ÈÅÌÁÔÁ ÓµÅÔÉÆÏÌÅÍÁÌÅ ÔÉÓ ÅÖÁÑÌÏÃÅÓ

ÈÅÌÁ 7ï Äßíïíôáé ôá äéáíýóìáôá ôïý R3

x1 = (2, 3,−1), x2 = (1,−1,−2) , y1 = (3, 7, 0), y2 = (5, 0,−7) .

Íá áðïäåé·èåß ç éóüôçôá

Lin ({x1, x2}) = Lin ({y1, y2}) .

ÈÅÌÁ 8ï Íá áðïäåé·èåß üôé ôï óýíïëï

V :=

(
(x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn

¯̄̄̄
¯

nX
i=1

xi = 0

)
, n ≥ 2,

åßíáé Ýíáò ãñáììéêüò õðü·ùñïò ôïý Rn êáé íá ðñïóäéïñéóèåß ìéá âÜóç ôïõ.

ÈÅÌÁ 9ï Ïñßæïõìå ôïõò 3× 3-ðßíáêåò

A :=

⎛⎜⎝ 1 −λ −λ
0 1 −λ
0 0 1

⎞⎟⎠ , B :=

⎛⎜⎝ 0 0 λ2

0 0 0

0 0 0

⎞⎟⎠ ,

üðïõλ ∈ R. Íááðïäåé·èåß ç éóüôçôáBA = B êáé íá åêöñáóèåß ï ðßíáêáòAn, n ≥ 2, óõíáñôÞóåé
ôùíA êáéB ìÝóù êëåéóôïý (åêðåöñáóìÝíïõ) ôýðïõ. (Õðüäåéîç: Áöïý áðïäåé·èåß êáô' áñ·Üò üôé
A2 = 2A+B− I3 êáé -áíôéóôïß·ùò- ðñïóäéïñéóèåß Ýíáò áíÜëïãïò ôýðïò êáé ãéá ôïíA3, ï ãåíéêüò
ôýðïò ãéá ôïí An ìðïñåß íá åêìáéåõèåß åýêïëá êáé íá áðïäåé·èåß êáôüðéí ·ñÞóåùò ìáèçìáôéêÞò
åðáãùãÞò.)

ÈÅÌÁ 10ï ¸óôù A = (aij) ∈Matn×n (C). ÅÜí õðïèÝóïõìå üôéX
j∈{1,...,n}r{i}

|aij | < |aii| , ∀i ∈ {1, . . . , n},

íá áðïäåé·èåß üôé ï A åßíáé áíôéóôñÝøéìïò (Þ, éóïäõíÜìùò, üôé ïé óôÞëåò ôïõ åßíáé ãñáììéêþò
áíåîÜñôçôåò).

ÈÅÌÁ 11ï ¸óôù R[t] ï R-ãñáììéêüò ·þñïò ôùí ðïëõùíýìùí ìå ðñáãìáôéêïýò óõíôåëåóôÝò êáé Ýóôù R [t]≤k
ï õðü·ùñïò ôïý R[t] ï áðïôåëïýìåíïò áðü üëá ôá ðïëõþíõìá ôïý R[t] âáèìïý ≤ k. Èåùñïýìå
ôïí åíäïìïñöéóìü ôïý R[t]

D : R[t] −→ R[t], f(t) 7−→ D(f(t)),

ôïí åðáãüìåíï ìÝóù ôÞò (åðéôýðïõ) ðáñáãùãßóåùò.

(i) Íá áðïäåé·èåß üôé ôüóï ôï óýíïëïB = {1, t, t2, t3} üóï êáé ôï óýíïëïB0 = {1, 1+t, 1+t2, 1+t3}
áðïôåëïýí âÜóåéò ôïý R [t]≤3.
(ii) Ðïéïò åßíáé ï ðõñÞíáò êáé ðïéá ç åéêüíá ôïý ðåñéïñéóìïý

D|R[t]≤3 : R [t]≤3 −→ R [t]

ôïý åíäïìïñöéóìïýD åðß ôïý R [t]≤3 ;Ðïéåò åßíáé ïé äéáóôÜóåéò ôïõò;

(iii) Íá ðñïóäéïñéóèåß ï ðßíáêáò MB
B

³
D|R[t]≤3

´
ôïý D|R[t]≤3 ùò ðñïò ôçí B (åÜí áõôÞ èåùñçèåß

ùò äéáôåôáãìÝíç âÜóç).

(iv) Íá õðïëïãéóèåß ï ðßíáêáò MB0
B0
³
D|R[t]≤3

´
ôïý D|R[t]≤3 ùò ðñïò ôçí B0 (åÜí áõôÞ èåùñçèåß

ùò äéáôåôáãìÝíç âÜóç).
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ÈÅÌÁ 12ï Íá åîåôáóèåß ùò ðñïò ôçí ýðáñîç ëýóåùí ôï áêüëïõèï óýóôçìá ãñáììéêþí åîéóþóåùí:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

2x1 − x2 + x3 − x4 = 3,

4x1 − 2x2 − 2x3 + 3x4 = 2,

2x1 − x2 + 5x3 − 6x4 = 1,

2x1 − x2 − 3x3 + 4x4 = 5.

ÈÅÌÁ 13ï Íá äéåñåõíçèåß (ùò ðñïò ôéò ëýóåéò) ôï áêüëïõèï óýóôçìá ãñáììéêþí åîéóþóåùí:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

x1 + x2 − x3 = 1,

2x1 + 3x2 + λx3 = 3,

x1 + λx2 + 3x3 = 2,

üðïõ λ ∈ R.

ÈÅÌÁ 14ï Íá õðïëïãéóèåß ç ïñßæïõóá ôïý ðßíáêá A ∈Mat(n+1)×(n+1) (R), n ∈ N, üðïõ

A =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

2 1− 1
n 1− 1

n 1− 1
n · · · 1− 1

n 1− 1
n

1− 1
n 2 1− 1

n 1− 1
n · · · 1− 1

n 1− 1
n

1− 1
n 1− 1

n 2 1− 1
n · · · 1− 1

n 1− 1
n

1− 1
n 1− 1

n 1− 1
n 2 1− 1

n · · · 1− 1
n

...
...

...
. . .

. . . · · ·
...

...
...

...
...

. . .
. . . 1− 1

n

1− 1
n 1− 1

n 1− 1
n 1− 1

n · · · 1− 1
n 2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
(Õðüäåéîç: Íá åêôåëåóèïýí êáôÜëëçëïé óôïé·åéþäåéò ìåôáó·çìáôéóìïß óôçëþí, ïýôùò þóôå ï
õðïëïãéóìüò ôÞò det(A) íá áíá·èåß óôïí õðïëïãéóìü ôÞò ïñßæïõóáò åíüò êÜôù Þ åíüò åðÜíù ôñé-
ãùíéêïý ðßíáêá.)

ÈÅÌÁ 15ï (i) ÅÜí ôá λ1, λ2, …, λn åßíáé n (≥ 2) ôï ðëÞèïò äéáöïñåôéêÜ -áíÜ äýï- óôïé·åßá åíüò óþìáôïò K,
íá ðñïóäéïñéóèåß êëåéóôüò ôýðïò õðïëïãéóìïý ôÞò ïñßæïõóáò ôïý Vandermonde

∆n :=

¯̄̄̄
¯̄̄̄
¯̄̄̄
1 λ1 λ21 · · · · · · λn−11

1 λ2 λ22 · · · · · · λn−12

1 λ3 λ23 · · · · · · λn−13

...
...

...
...

...
...

1 λn λ2n · · · · · · λn−1n

¯̄̄̄
¯̄̄̄
¯̄̄̄

(Õðüäåéîç: Íá ãßíåé ·ñÞóç ìáèçìáôéêÞò åðáãùãÞò. ÊáôÜ ôçí ðïñåßá ôÞò áðïäåéêôéêÞò äéáäéêá-
óßáò åðáëçèåýåôáé ç éóüôçôá

∆n+1 = ∆n (λn+1 − λ1) (λn+1 − λ2) · · · (λn+1 − λn) .)
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(ii) ÅÜí ùò n! := 1 · 2 · · · · · (n − 1) · n óõìâïëßóïõìå ôï «n ðáñáãïíôéêü» ôïý öõóéêïý áñéèìïý
n ≥ 1, ôüôå êÜíïíôáò ·ñÞóç ôïý (i) íá áðïäåé·èåß üôé¯̄̄̄

¯̄̄̄
¯̄̄̄
1 2 3 · · · · · · n

1 23 33 · · · · · · n3

1 25 35 · · · · · · n5

...
...

...
...

...
...

1 22n−1 32n−1 · · · · · · n2n−1

¯̄̄̄
¯̄̄̄
¯̄̄̄ = 1!3!5! · · · (2n− 3)!(2n− 1)!

(Õðüäåéîç: Áðü ôçí i-ïóôÞ óôÞëç åîáãÜãåôå åí ðñþôïéò ôïí ðñïöáíÞ êïéíü ðáñÜãïíôá, ãéá êÜèå
äåßêôç i ∈ {2, 3, ..., n} êáé êáôüðéí ó·çìáôßóôå êáôÜëëçëç ïñßæïõóá ôýðïõ Vandermonde.)

ÈÅÌÁ 16ï Íá õðïëïãéóèåß ç ïñßæïõóá ôïý ðßíáêá A ∈Mat(n+1)×(n+1) (R), n ∈ N, üðïõ

A =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 1 1 1 · · · 1 1

λ1 µ1 0 0 · · · 0 0

λ2 λ2 µ2 0 · · · 0 0

λ3 λ3 λ3 µ3 0 · · · 0
...

...
...

. . .
. . . · · ·

...
...

...
...

...
. . .

. . . 0

λn λn λn λn · · · λn µn

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
êáé ïé λi, µi, 1 ≤ i ≤ n, åßíáé ðñáãìáôéêïß áñéèìïß. (Õðüäåéîç: Ç det(A) ìðïñåß íá ãñáöåß ùò
Üèñïéóìá ïñéæïõóþí åíüò Üíù ôñéãùíéêïý êáé åíüò êÜôù ôñéãùíéêïý ðßíáêá åÜí ëçöèåß õð' üøéí
ç ðëåéïãñáììéêüôçôá ôÞò det ùò ðñïò ôéò ãñáììÝò êáé åí óõíå·åßá åêôåëåóèïýí êáôÜëëçëïé óôïé-
·åéþäåéò ìåôáó·çìáôéóìïß ãñáììþí.)
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