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Åáñéíü ÅîÜìçíï 2009, ÅîÝôáóç Éïõíßïõ ÅîåôáóôÞò: ÄçìÞôñéïò ÍôáÞò

ÈÅÙÑÇÔÉÊÁ ÈÅÌÁÔÁ

ÈÅÌÁ 1ï ÅÜí n ∈ N, n ≥ 2, ïé a1, . . . , an ìç ìçäåíéêïß áêÝñáéïé êáé d := ìêä(a1, . . . , an), íá áðïäåé·èåß üôé

õðÜñ·ïõí áêÝñáéïé áñéèìïß k1, . . . , kn, ôÝôïéïé þóôå íá éó·ýåé ç éóüôçôá d = k1a1 + · · ·+ knan.

ÈÅÌÁ 2ï ÕðïèÝôïíôáò üôé ïé H êáé K åßíáé äõï õðïïìÜäåò ìéáò ïìÜäáò (G, ·) , íá áðïäåé·èåß ç áìößðëåõñç

óõíåðáãùãÞ: [ôï óýíïëïHK åßíáé õðïïìÜäá ôÞò G]⇐⇒ HK = KH.

ÈÅÌÁ 3ï Íá äéáôõðùèåß êáé íá áðïäåé·èåß ôï èåþñçìá ôïý Cayley.

ÈÅÌÁ 4ï Íá äéáôõðùèïýí ôï 1ï êáé ôï 3ï èåþñçìá éóïìïñöéóìþí äáêôõëßùí êáé íá áðïäåé·èåß ôï 3ï.

ÈÅÌÁ 5ï (i) Íá äéáôõðùèåß êáé íá áðïäåé·èåß ôï ëÞììá ôïý Gauss.

(ii) Íá áðïäåé·èåß ìÝóù áõôïý üôé, åÜí Ýíá ðïëõþíõìï f(X) ∈ Z[X] åßíáé áíÜãùãï åíôüò ôïý Z[X], ôüôå
åßíáé áíÜãùãï êáé åíôüò ôïý Q[X].

ÈÅÌÁÔÁ ÓμÅÔÉÆÏÌÅÍÁ ÌÅ ÔÉÓ ÅÖÁÑÌÏÃÅÓ

ÈÅÌÁ 6ï (i) ¸óôù N 3 k 7−→ ϕ (k) := ` {c ∈ N | c ≤ k êáé ìêä(c, k) = 1} ç áñéèìçôéêÞ óõíÜñôçóç öé ôïý Euler.
ÅÜí m,n ∈ N êáé ìêä(m,n) = 1, íá áðïäåé·èåß üôé

mϕ(n) + nϕ(m) ≡ 1 (modmn) .

(ii) Íá åðéëõèåß ç ãñáììéêÞ éóïôéìßá 5x ≡ 3 (mod 24) .

ÈÅÌÁ 7ï Íá áðïäåé·èïýí ôá áêüëïõèá:

(i) ÊÜèå ðåðåñáóìÝíùò ðáñáãüìåíç õðïïìÜäá ôÞò (Q,+) åßíáé êõêëéêÞ.

(ii) Ç ßäéá ç (Q,+) äåí åßíáé ðåðåñáóìÝíùò ðáñáãüìåíç.

(iii) ÅÜí ãéá êÜèå öõóéêü áñéèìü n ≥ 1 ç Hn óõìâïëßæåé ôçí õðïïìÜäá ôÞò (Q,+) ôçí ðáñáãüìåíç áðü
ôï óôïé·åßï 1

n! , ôüôåH1 $ H2 $ · · · $ Hi $ Hi+1 $ · · · êáé

Q =
[
n≥1

Hn.

(Ùò åê ôïýôïõ, ç åí ëüãù ïìÜäá ãñÜöåôáé ùò Ýíùóç áñéèìçóßìïõ ðëÞèïõò êõêëéêþí õðïïìÜäùí ôçò,

·ùñßò ç ßäéá íá åßíáé êõêëéêÞ.)

(iv) Ôï õðïóýíïëï ôùí ñçôþí áñéèìþí U :=
©
a
b ∈ Q

¯̄
a, b ∈ Z, üðïõ a ≡ 0(mod 2), b ≡ 1(mod 2)

ª
áðïôåëåß ìéá ãíÞóéá õðïïìÜäá ôÞò (Q,+) ðïõ äåí åßíáé êõêëéêÞ.

ÈÅÌÁ 8ï ÅÜí ç (G, ·) åßíáé ìéá ïìÜäá, ôüôå ôï õðïóýíïëü ôçò

Z(G) := {g ∈ G | xg = gx, ∀x ∈ G}

ôï áðïôåëïýìåíï áðü åêåßíá ôá óôïé·åßá ôÞò G ôá ïðïßá ìåôáôßèåíôáé áìïéâáßùò ìå êÜèå óôïé·åßï ôÞò
G êáëåßôáé êÝíôñï ôÞò G. Íá áðïäåé·èïýí ôá áêüëïõèá:

(i) Z(G) C G.

(ii) ÅÜí ç ðçëéêïïìÜäá G/Z(G) åßíáé êõêëéêÞ, ôüôå ç G åßíáé áâåëéáíÞ (êáé, ùò åê ôïýôïõ, ç G/Z(G)

1



åßíáé ôåôñéììÝíç).

(iii) Z(Q) ∼= Z2, üðïõ Q := hj,ki = {±I2,±i,±j,±k} ⊂ SU2 (C) (i := jk) ç ïìÜäá ôùí ôåôñáíßùí ðïõ
ðáñÜãåôáé áðü ôá

j :=

Ã
i 0

0 −i

!
, k :=

Ã
0 1

−1 0

!
.

[Õðüäåéîç : Íá ·ñçóéìïðïéçèåß êáôáëëÞëùò ôï èåþñçìá ôïý Lagrange êáé ôï (ii).]

(iv)Z(Sn) ∼= {id}, ãéá êÜèån ≥ 3. [Õðüäåéîç : Íá ·ñçóéìïðïéçèåß êáôáëëÞëùò -èåùñïýìåíç ùò ãíùóôÞ-

ç éóüôçôá σ◦c◦σ−1 = [σ(a1) σ(a2) · · · σ(ak)] ðïõ éó·ýåé ãéá êÜèåk-êýêëï c = [a1 a2 · · · ak], 1 ≤ k ≤ n,

êáé êÜèå σ ∈ Sn.]

ÈÅÌÁ 9ï ¸óôù üôé ôáK êáé L åßíáé äõï óþìáôá, ç ·áñáêôçñéóôéêÞ ôùí ïðïßùí äåí éóïýôáé ïýôå ìå 2 ïýôå ìå 3.
ÅÜí ç f : K −→ L åßíáé ìéá áðåéêüíéóç ðïõ ðëçñïß ôéò óõíèÞêåò

f(x+ y) = f(x) + f(y), ∀x, y ∈ K, f(1K) = 1L, f(x3) = f(x)3, ∀x ∈ K,

íá áðïäåé·èåß üôé ç f åßíáé Ýíáò ïìïìïñöéóìüò óùìÜôùí.

ÈÅÌÁ 10ï (i) Äßäåôáé ôï ðïëõþíõìï

g(X) = X4 + 5X3 − 9X2 − 14X+ 24 ∈ Z[X].

Ãéá ðïéïõò r ∈ Q éó·ýåé ç éóüôçôá g(r) = 0;

(ii) ÄïèÝíôùí äõï áêåñáßùí áñéèìþí a, b, èåùñïýìå ôï ðïëõþíõìï

f(X) = X4 + aX2 + b2 ∈ Z[X].

Íá áðïäåé·èåß üôé ôï f(X) äåí åßíáé áíÜãùãï åíôüò ôïý Q[X] åÜí êáé ìüíïí åÜí ôïõëÜ·éóôïí Ýíáò åê

ôùí a2 − 4b2, 2b − a,−2b− a éóïýôáé ìå ôï ôåôñÜãùíï êÜðïéïõ áêåñáßïõ áñéèìïý. [Õðüäåéîç : Ãéá ôçí

áðüäåéîç ôïý ‘‘⇒'' ìðïñåß, óõí ôïéò Üëëïéò, íá ·ñçóéìïðïéçèåß êáé ôï (ii) ôïý èÝìáôïò 5.]

—————————————————

• Íá áðáíôçèïýí ôï ðïëý 3 èÝìáôá áíÞêïíôá óå ìßá åê ôùí äýï ðáñáôéèÝìåíùí êáôçãïñéþí èåìÜôùí
êáé ôï ðïëý 2 èÝìáôá áíÞêïíôá óôçí Üëëç.

• ÊÜèå ïñèþò áðáíôçèÝí èÝìá èá ëáìâÜíåé 2 ìïíÜäåò. (ÊáèÝíá åê ôùí õðïåñùôçìÜôùí ôùí èåìÜôùí
5, 6 êáé 10 áîéïëïãåßôáé âáèìïëïãéêþò ìå ìßá ìïíÜäá. ÊáèÝíá åê ôùí õðïåñùôçìÜôùí ôùí èåìÜôùí

7 êáé 8 áîéïëïãåßôáé âáèìïëïãéêþò ìå ìéóÞ ìïíÜäá.)

• ÊáôÜ ôç äéÜñêåéá ôÞò åîåôÜóåùò óçìåéþóåéò êáé âéâëßá èá ðáñáìåßíïõí êëåéóôÜ.

• Åíôüò ôïý ãñáðôïý ïé åîåôáæüìåíïé ïöåßëïõí íá áíáãñÜöïõí ñçôþò óå ðïéï åê ôùí äïèÝíôùí èåìÜôùí
áðáíôïýí.

• Ç ·ñÞóç ðïëý äõóáíÜãíùóôçò ãñáöÞò Þ/êáé ìç áíáãíùñßóéìùí ìáèçìáôéêþí óõìâüëùí åíäÝ·åôáé
íá ïäçãÞóåé óå ìåßùóç ôïý âáèìïý (ëüãù áäõíáìßáò äéïñèþóåùò åê ìÝñïõò ôïý åîåôáóôïý).

• ÊáôÜ ôç äéÜñêåéá ôÞò åîåôÜóåùò äåí åðéôñÝðïíôáé óõæçôÞóåéò ìåôáîý ôùí åîåôáæïìÝíùí, áíôéãñáöÞ
Þ áäéêáéïëüãçôç õðÝñâáóç ôïý ïñéóèÝíôïò ·ñüíïõ ãéá ôçí áðÜíôçóç ôùí èåìÜôùí. (ÊÜôé ôÝôïéï èá

åß·å ùò óõíÝðåéá åéäéêÞ ìïíïãñáöÞ óçìÜíóåùò ôïý ãñáðôïý êáé óõíáêüëïõèï ìçäåíéóìü ôïõ.)

—————————————————

ÊÁËÇ ÅÐÉÔÕμÉÁ!
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