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ÅîÝôáóç Óåðôåìâñßïõ 2006 ÅîåôáóôÞò: ÄçìÞôñéïò ÍôáÞò

ÈÅÙÑÇÔÉÊÁÈÅÌÁÔÁ

ÈÅÌÁ 1ï Íá äéáôõðùèåß êáé íá áðïäåé·èåß ôï èåþñçìá ôïý Cayley.

ÈÅÌÁ 2ï Íá äéáôõðùèïýí ôá ôñßá èåùñÞìáôá éóïìïñöéóìþí ïìÜäùí êáé íá äïèåß ðëÞñçò áðüäåéîç êáé (ôïõëÜ·é-

óôïí ìßá) åöáñìïãÞ åíüò åî áõôþí.

ÈÅÌÁ 3ï (i) Íá äéáôõðùèåß êáé íá áðïäåé·èåß ôï èåþñçìá ôñï·éþí êáé óôáèåñïðïéçôþí.

(ii) ÅÜí ìéá ïìÜäáG äñá åðß åíüò (ìç êåíïý) óõíüëïõX êáé x ∈ X, íá áðïäåé·èïýí ôá áêüëïõèá:

(á) Gg·x = gGxg
−1, ∀g ∈ G, êáé (â) Gx

∼= Gy,∀y ∈ G · x.

(iii) Íá äéáôõðùèåß êáé íá áðïäåé·èåß (êÜíïíôáò ·ñÞóç ôïý (ii) (á), ôïý (i) êáé ôïý èåùñÞìáôïò ôïý

Lagrange) ôï èåþñçìá êáôáìåôñÞóåùò ôùí (äéáêåêñéìÝíùí) ôñï·éþí (ùò ðñïò ôç äñÜóç ìéáò ðåðåñá-

óìÝíçò ïìÜäáò G åðß åíüò ðåðåñáóìÝíïõ óõíüëïõX).

ÈÅÌÁ 4ï Íá áðïäåé·èïýí ôá áêüëïõèá:

(i) ÅÜí çH åßíáé ìéá õðïïìÜäá ìéáò ïìÜäáò G êáé |G : H| = 2, ôüôå H E G.

(ii) ÅÜí çG åßíáé ìéá ïìÜäá ôÜîåùò 2p, üðïõ p ðñþôïò áñéèìüò, ôüôå åßôå G ∼= Z2p åßôå G ∼= Dp. [Õðü-

äåéîç : Óôçí áðïäåéêôéêÞ äéáäéêáóßá õðåéóÝñ·åôáé êáôÜëëçëç åöáñìïãÞ ôïý (i), êáèþò êáé ôùí èåùñçìÜ-

ôùí ôùí Lagrange êáé Cauchy.]

ÈÅÌÁ 5ï Íá äéáôõðùèïýí ôá ôñßá èåùñÞìáôá ôïý Sylow êáé íá äïèåß ðëÞñçò áðüäåéîç êáé (ôïõëÜ·éóôïí ìßá)

åöáñìïãÞ åíüò åî áõôþí.

ÈÅÌÁÔÁÓμÅÔÉÆÏÌÅÍÁÌÅ ÔÉÓ ÅÖÁÑÌÏÃÅÓ

ÈÅÌÁ 6ï Ãéá ïéáäÞðïôå ìç ôåôñéììÝíç ïìÜäá G (ìå ïõäÝôåñï óôïé·åßï ôçò ôï e) íá áðïäåé·èåß ç éóïäõíáìßá ôùí

êÜôùèé óõíèçêþí:

(a) ÅÜí çH åßíáé ìéá õðïïìÜäá ôÞò G, ôüôå åßôå H = G åßôå H = {e}.

(b)G = hgi ãéá êÜèå g ∈ Gr{e}.

(c) |G| = p, üðïõ p ðñþôïò áñéèìüò.

ÈÅÌÁ 7ï ¸óôù G ìéá ðåðåñáóìÝíç êõêëéêÞ ïìÜäá, üðïõG = hgi êáé |G| = n. ÅÜí ïm ∈ N åßíáé Ýíáò äéáéñÝôçò

ôïý n, íá áðïäåé·èåß üôé:

(i) |G/ hgmi| = m, êáé

(ii) G/ hgmi = hg hgmii .

ÈÅÌÁ 8ï Ãéá ôçí ðïëëáðëáóéáóôéêÞ ïìÜäá (Z×25, ·) íá ðñïóäéïñéóèïýí:

(i) üëåò ïé õðïïìÜäåò ôçò êáé

(ii) ôï ðëÞèïò ôùí óôïé·åßùí ôçò ðïõ Ý·ïõí ôÜîçm, ãéá üëïõò ôïõò èåôéêïýò äéáéñÝôåòm ôÞò
¯̄
Z×25

¯̄
.
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ÈÅÌÁ 9ï ¸óôùG ìéá ïìÜäá êáé Ýóôù

Z(G) := {g ∈ G | gx = xg, ∀x ∈ G}

ôï êÝíôñï ôçò. Íá áðïäåé·èïýí ôá áêüëïõèá:

(i) Ôï Z(G) áðïôåëåß ïñèüèåôç, áâåëéáíÞ õðïïìÜäá ôÞò G êáé [G = Z(G)⇐⇒ çG åßíáé áâåëéáíÞ].

(ii) ÅÜí çH åßíáé ìéá õðïïìÜäá ôÞò Z(G), ôüôå H E G.

(iii) ÅÜí çH åßíáé ìéá õðïïìÜäá ôÞò Z(G) êáé çK ìéá õðïïìÜäá ôÞò G, ôüôå ôï ãéíüìåíï

HK := {hk | h ∈ H, k ∈ K}

ôùíH êáéK áðïôåëåß ìéá õðïïìÜäá ôÞò G.

(iv) ÅÜíN E G êáé çG åßíáé áâåëéáíÞ, ôüôå êáé ç ðçëéêïïìÜäáG/N åßíáé áâåëéáíÞ.

(v) ÅÜíçK åßíáé ìéá õðïïìÜäá ôÞòG êáé çðçëéêïïìÜäáG/Z(G) åßíáé áâåëéáíÞ, ôüôå êáé çðçëéêïïìÜäá

K/Z(K) åßíáé áâåëéáíÞ.

ÈÅÌÁ 10ï Íá áðïäåé·èïýí ôá áêüëïõèá:

(i) Äåí õðÜñ·åé ïìÜäá ôÜîåùò 56 ðïõ íá åßíáé áðëÞ.

(ii) ÊÜèå ïìÜäá ôÜîåùò 75 åßíáé åðéëýóéìç, Þôïé äéáèÝôåé ìéá ïñèüèåôç óåéñÜ, üëåò ïé ðçëéêïïìÜäåò ôÞò

ïðïßáò åßíáé áâåëéáíÝò. [Õðüäåéîç : Íá ìåëåôçèïýí åí ðñþôïéò ïé 5-Sylow õðïïìÜäåò ìéáò ïìÜäáò ðïõ

Ý·åé ôÜîç 75.]

---------------------------------------------------

• Íá áðáíôçèïýí ôï ðïëý 3 èÝìáôá áíÞêïíôá óå ìßá åê ôùí äýï ðáñáôéèÝìåíùí êáôçãïñéþí èåìÜôùí êáé
ôï ðïëý 2 èÝìáôá áíÞêïíôá óôçí Üëëç.

• ÊÜèå ïñèþò áðáíôçèÝí èÝìá èá ëáìâÜíåé 2 ìïíÜäåò.

• ÊáôÜ ôç äéÜñêåéá ôÞò åîåôÜóåùò ïé óçìåéþóåéò êáé ôá âéâëßá èá ðáñáìåßíïõí êëåéóôÜ.

• Åíôüò ôïý ãñáðôïý ïé åîåôáæüìåíïé ïöåßëïõí íá áíáãñÜöïõí ñçôþò óå ðïéï åê ôùí äïèÝíôùí èåìÜôùí
áðáíôïýí.

• Ç ·ñÞóç ðïëý äõóáíÜãíùóôçò ãñáöÞò Þ/êáé ìç áíáãíùñßóéìùí ìáèçìáôéêþí óõìâüëùí åíäÝ·åôáé íá
ïäçãÞóåé óå ìåßùóç ôïý âáèìïý (ëüãù áäõíáìßáò äéïñèþóåùò åê ìÝñïõò ôïý åîåôáóôïý).

• ÊáôÜ ôç äéÜñêåéá ôÞò åîåôÜóåùò äåí åðéôñÝðïíôáé óõæçôÞóåéò ìåôáîý ôùí åîåôáæïìÝíùí, áíôéãñáöÞ Þ
áäéêáéïëüãçôç õðÝñâáóç ôïý ïñéóèÝíôïò ·ñüíïõ ãéá ôçí áðÜíôçóç ôùí èåìÜôùí. (ÊÜôé ôÝôïéï èá åß·å

ùò óõíÝðåéá åéäéêÞ ìïíïãñáöÞ óçìÜíóåùò ôïý ãñáðôïý êáé óõíáêüëïõèï ìçäåíéóìü ôïõ.)

---------------------------------------------------

ÊÁËÇ ÅÐÉÔÕμÉÁ!
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