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ÅîÝôáóç Óåðôåìâñßïõ 2010 ÅîåôáóôÞò: ÄçìÞôñéïò ÍôáÞò

ÈÅÙÑÇÔÉÊÁ ÈÅÌÁÔÁ

ÈÅÌÁ 1ï Íá áðïäåé·èïýí ôá áêüëïõèá:

(i) ÊÜèå õðïïìÜäá ôÞò (Z,+) åßíáé êõêëéêÞ, êáé ìÜëéóôá ôÞò ìïñöÞò (dZ,+) , ãéá êÜðïéïí d ∈ N0.

(ii) ÊÜèå õðïïìÜäá ìéáò êõêëéêÞò ïìÜäáò åßíáé êõêëéêÞ.

ÈÅÌÁ 2ï (i) Íá äéáôõðùèåß êáé íá áðïäåé·èåß ôï èåþñçìá ôïý Lagrange.

(ii) Íá äéáôõðùèåß êáé íá áðïäåé·èåß ôï èåþñçìá ôïý Poincarª (ðåñß ôÞò áñéèìçôéêÞò óõìðåñéöïñÜò ôïý

äåßêôç õðïïìÜäùí åíôüò ìéáò äåäïìÝíçò ïìÜäáò).

ÈÅÌÁ 3ï Íáäéáôõðùèïýí ôá ôñßá èåùñÞìáôá éóïìïñöéóìþí ïìÜäùí êáé íá äïèåßðëÞñçò áðüäåéîç åíüò åî áõôþí.

ÈÅÌÁ 4ï Íá áðïäåé·èïýí ôá áêüëïõèá: (i) ÅÜí n ≥ 3, ôüôå Z(Sn) = {Id}.

(ii) ÅÜín ≥ 5 êáé åÜí èåùñçèåß ùò ãíùóôü ôï üôé ïé åíáëëÜóóïõóåò ïìÜäåòAn åßíáé áðëÝò, íá áðïäåé·èåß

ìÝóù ôïý (i) üôé ïé {Id}, An êáéSn åßíáé ïé ìüíåò ïñèüèåôåò õðïïìÜäåò ôÞòSn.

ÈÅÌÁ 5ï Íá äéáôõðùèïýí ôá ôñßá èåùñÞìáôá ôïý Sylow êáé íá äïèåß ðëÞñçò áðüäåéîç åíüò åî áõôþí.

ÈÅÌÁÔÁ ÓμÅÔÉÆÏÌÅÍÁÌÅ ÔÉÓ ÅÖÁÑÌÏÃÅÓ

ÈÅÌÁ 6ï (i) ¸óôù (G, ·) ìéá ïìÜäá ãéá ôçí ïðïßá õðÜñ·åé êÜðïéïò k ∈ N, ôÝôïéïò þóôå íá éó·ýåé

(ab)k+j = ak+jbk+j , ∀(a, b) ∈ G×G êáé ∀j ∈ {0, 1, 2}.

Íá áðïäåé·èåß üôé ç åí ëüãù ïìÜäá åßíáé áâåëéáíÞ.

(ii) ¸óôù f : G1 −→ G2 Ýíáò éóïìïñöéóìüò ïìÜäùí. ÅÜí H1 E G1 êáé H2 := f(H1) E G2, íá

áðïäåé·èåß üôéG1/H1
∼= G2/H2.

ÈÅÌÁ 7ï ¸óôù p Ýíáò ðñþôïò áñéèìüò êáé Ýóôù Zp∞ :=
n

a
pi
+ Z

¯̄̄
a ∈ Z, i ∈ N0

o
⊂ Q/Z. Íá áðïäåé·èïýí ôá

áêüëïõèá:

(i) Ôï Zp∞ åßíáé ìéá Üðåéñç õðïïìÜäá ôÞò (ðñïóèåôéêÞò) ðçëéêïïìÜäáò Q/Z.

(ii) Zp∞ =
­©

p−n + Z
¯̄
n ∈ N0

ª®
.

(iii) ÊÜèå óôïé·åßï ôÞò Zp∞ Ý·åé ôÜîç ßóç ìå pn, ãéá êÜðïéïí n ∈ N0.

(iv) ¸óôù H ìéá õðïïìÜäá ôÞò Zp∞ , ãéá ôçí ïðïßá õðÜñ·åé Üíù öñÜãìá ôïý óõíüëïõ ôùí ôÜîåùí ôùí

óôïé·åßùí ôçò. ¸óôù pk :=max{ord(h)| h ∈ H} . Ôüôå éó·ýåéH =
­
p−k + Z

®
ìå |H| = pk.

(v) Ãéá ïéáäÞðïôå õðïïìÜäáH üðùò óôï (iv) éó·ýåé Zp∞/H ∼= Zp∞ .

ÈÅÌÁ 8ï ¸óôù G ìéá ðåðåñáóìÝíç êõêëéêÞ ïìÜäá, üðïõ G = hgi êáé |G| = n. ÅÜí ïm ∈ N åßíáé Ýíáò äéáéñÝôçò

ôïý n, íá áðïäåé·èåß üôé:

(i) |G/ hgmi| = m, êáé

(ii) G/ hgmi = hg hgmii .

ÈÅÌÁ 9ï Íá áðïäåé·èåß üôé êÜèå ïìÜäá ôÜîåùò 665 åßíáé éóüìïñöç ìå ôçí Z665.
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ÈÅÌÁ 10ï Íá ôáîéíïìçèïýí (ìÝ·ñéò éóïìïñöéóìïý) ïé ðåðåñáóìÝíåò ïìÜäåò ðïõ äéáèÝôïõí ìßá êáé ìüíïí ãíÞóéá,

ìç ôåôñéììÝíç õðïïìÜäá.

---------------------------------------------------

• Íá áðáíôçèïýí ôï ðïëý 3 èÝìáôá áíÞêïíôá óå ìßá åê ôùí äýï ðáñáôéèÝìåíùí êáôçãïñéþí èåìÜôùí êáé
ôï ðïëý 2 èÝìáôá áíÞêïíôá óôçí Üëëç.

• ÊÜèå ïñèþò áðáíôçèÝí èÝìá èá ëáìâÜíåé 2 ìïíÜäåò.

• ÊáôÜ ôç äéÜñêåéá ôÞò åîåôÜóåùò ïé óçìåéþóåéò èá ðáñáìåßíïõí êëåéóôÝò.

• Åíôüò ôïý ãñáðôïý ïé åîåôáæüìåíïé ïöåßëïõí íá áíáãñÜöïõí ñçôþò óå ðïéï åê ôùí äïèÝíôùí èåìÜôùí
áðáíôïýí.

• Ç ·ñÞóç ðïëý äõóáíÜãíùóôçò ãñáöÞò Þ/êáé ìç áíáãíùñßóéìùí ìáèçìáôéêþí óõìâüëùí åíäÝ·åôáé íá
ïäçãÞóåé óå ìåßùóç ôïý âáèìïý (ëüãù áäõíáìßáò äéïñèþóåùò åê ìÝñïõò ôïý åîåôáóôïý).

• ÊáôÜ ôç äéÜñêåéá ôÞò åîåôÜóåùò äåí åðéôñÝðïíôáé óõæçôÞóåéò ìåôáîý ôùí åîåôáæïìÝíùí, áíôéãñáöÞ Þ
áäéêáéïëüãçôç õðÝñâáóç ôïý ïñéóèÝíôïò ·ñüíïõ ãéá ôçí áðÜíôçóç ôùí èåìÜôùí. (ÊÜôé ôÝôïéï èá åß·å

ùò óõíÝðåéá åéäéêÞ ìïíïãñáöÞ óçìÜíóåùò ôïý ãñáðôïý êáé óõíáêüëïõèï ìçäåíéóìü ôïõ.)

---------------------------------------------------

ÊÁËÇ ÅÐÉÔÕμÉÁ!
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