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ÌÅÑÏÓ Á. ÈÅÙÑÇÔÉÊÁ ÈÅÌÁÔÁ

ÈÅÌÁ 1ï ÅÜí ç f : G −→ H åßíáé Ýíáò ïìïìïñöéóìüò ïìÜäùí, íá áðïäåé·èïýí ôá áêüëïõèá:

(i) Ç áðåéêüíéóç

Subg(G;Ker(f)) 3 K
Ψf7−→ f(K) ∈ Subg(Im(f))

áðü ôï óýíïëï Subg(G;Ker(f)) ôùí õðïïìÜäùí ôÞò G ðïõ ðåñéÝ·ïõí ôïí ðõñÞíá ôÞò f óôï óýíïëï
Subg(Im(f)) ôùí õðïïìÜäùí ôÞò åéêüíáò Im(f) ôÞò f åßíáé áìöéññéðôéêÞ Ý·ïõóá ôçí

Subg(Im(f)) 3 L
Υf7−→ f−1(L) ∈ Subg(G;Ker(f))

ùò áíôßóôñïöü ôçò. (Åéäéêüôåñá, êÜèå õðïïìÜäá ôÞò Im(f) ïöåßëåé íá åßíáé ôÞò ìïñöÞò f(K), üðïõ ç
K åßíáé ìéá õðïïìÜäá ôÞò G ðïõ ðåñéÝ·åé ôïí ðõñÞíá ôÞò f.) ÅðéðñïóèÝôùò, ãéá ïéåóäÞðïôå õðïïìÜäåò
K1,K2 ∈ Subg(G;Ker(f)) áëçèåýåé ç áìößðëåõñç óõíåðáãùãÞ

K1 v K2 ⇐⇒ Ψf (K1) v Ψf (K2) .

(ii) Ãéá ïéåóäÞðïôåK1,K2 ∈ Subg(G;Ker(f)) ìåK1 v K2 éó·ýåé ç éóüôçôá

|K2 : K1| = |Ψf (K2) : Ψf (K1) | (= |f (K2) : f (K1) |).

ÈÅÌÁ 2ï (i) ÅÜí n ∈ N, n ≥ 3, íá áðïäåé·èåß üôé äåí õößóôáôáé óôïé·åßï σ ∈ Snr{id}, ôÝôïéï þóôå íá éó·ýåé

σ ◦ ( ◦ σ−1 = (, ∀( ∈ Sn.

(ii) ÅÜí n ∈ N, n ≥ 5, êáé åÜí èåùñçèåß ùò ãíùóôü ôï üôé ïé åíáëëÜóóïõóåò ïìÜäåò An åßíáé áðëÝò, íá

áðïäåé·èåß ìÝóù ôïý (i) üôé ïé {Id}, An êáéSn åßíáé ïé ìüíåò ïñèüèåôåò õðïïìÜäåò ôÞòSn.

ÈÅÌÁ 3ï ¸óôù p Ýíáò ðñþôïò áñéèìüò êáé Ýóôù (G,+) ìéá ìç ôåôñéììÝíç ðåðåñáóìÝíç (ðñïóèåôéêÞ) áâåëéáíÞ
ïìÜäá ôÜîåùò |G| = pν ãéá êÜðïéïí ν ∈ N. Ùò ãíùóôüí, õðÜñ·åé s ∈ N êáé

(k1, . . . , ks) ∈ Ns, k1 ≤ · · · ≤ ks,

ìå
sP

j=1

kj = ν, ïýôùò þóôå íá éó·ýåé

G ∼= Zpk1 ⊕ Zpk2 ⊕ · · ·⊕ Zpks . (B)

Íá áðïäåé·èåß üôé ç Ýêöñáóç (B) åßíáé ìïíïóçìÜíôùò ïñéóìÝíç, õðü ôçí åîÞò Ýííïéá:

ÅÜí ∃t ∈ N êáé åÜí ∃ (l1, l2, . . . , lt) ∈ Nt, l1 ≤ · · · ≤ lt ìå
tP

(=1

k( = ν, ïýôùò þóôå íá õößóôáôáé

éóïìïñöéóìüò

G ∼= Zpl1 ⊕ Zpl2 ⊕ · · ·⊕ Zplt ,

ôüôå t = s êáé lj = kj ãéá êÜèå j ∈ {1, . . . , s}.

ÈÅÌÁ 4ï Íá äéáôõðùèïýí ôá ôñßá èåùñÞìáôá ôïý Sylow êáé íá äïèåß ðëÞñçò áðüäåéîç åíüò åî áõôþí.

ÈÅÌÁ 5ï ¸óôù G ìéá ïìÜäá êáé ÝóôùK E G. ÅÜí áìöüôåñåò ïéK êáé G/K åßíáé åðéëýóéìåò, íá áðïäåé·èåß üôé

êáé ç ßäéá çG åßíáé åðéëýóéìç.
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ÌÅÑÏÓ Â. ÈÅÌÁÔÁ ÓμÅÔÉÆÏÌÅÍÁÌÅ ÔÉÓ ÅÖÁÑÌÏÃÅÓ

ÈÅÌÁ 6ï (i) ¸óôù n ∈ N, n ≥ 3. Íá áðïäåé·èåß üôé G1
∼= Dn

∼= G2, üðïõ

G1 :=

*Ã
0 1

1 0

!
,

Ã
ζn 0

0 ζ−1n

!+
v GL2(C)

(ìå ζn := exp
¡
2πi
n

¢
) êáé

G2 :=

(Ã
[ε]n [λ]n
[0]n [1]n

!¯̄̄̄
¯ ε ∈ {±1} , λ ∈ Z

)
v GL2(Zn).

(ii) Íá áðïäåé·èåß üôé çD∞ åßíáé éóüìïñöç ìå ôçí ïìÜäá

G3 :=

(Ã
ε λ

0 1

!¯̄̄̄
¯ ε ∈ {±1} , λ ∈ Z

)
v GL2(Z)

êáé üôé ãéá êÜèå n ∈ N, n ≥ 3, õðÜñ·åéH C D∞, ôÝôïéá þóôå

D∞/H ∼= Dn êáé H ∼= nZ.

(iii) ¸óôù G := ha, bi ç õðïïìÜäá ôÞòS8 ç ðáñáãüìåíç áðü ôá óôïé·åßá

a := [1 2 3 4] ◦ [5 6 7 8] êáé b := [1 5 3 7] ◦ [2 8 4 6].

Íá áðïäåé·èåß üôé |G| = 8 êáé üôé G ∼= Q.

ÈÅÌÁ 7ï Íá áðïäåé·èåß üôé üëåò êõêëéêÝò õðïïìÜäåò ôÞò S8 ðïõ Ý·ïõí ôÜîç 15 åßíáé óõæõãåßò.

ÈÅÌÁ 8ï (i) ¸óôùG ìéá ïìÜäá êáé ÝóôùH E G ìå |H| = 2.

(á) Íá áðïäåé·èåß üôéH v Z(G).

(â) Éó·ýåé êáô' áíÜãêçí üôéH v G0;

(ã) ÅÜí çG Ý·åé áêñéâþò Ýíá óôïé·åßï x ôÜîåùò 2, íá áðïäåé·èåß üôé hxi v Z(G).

(ii) ¸óôùG ìéá ïìÜäá êáé ÝóôùK E G ìåK ∩G0 = {eG}.

Íá áðïäåé·èïýí ôá åîÞò:

(á)K v Z(G).

(â) Z(G/K) = Z(G)/K.

ÈÅÌÁ 9ï (i) Íá áðïäåé·èåß üôé äåí õðÜñ·ïõí áðëÝò ïìÜäåò ôÜîåùò 56.

(ii) Íá áðïäåé·èåß üôé äåí õðÜñ·ïõí áðëÝò ïìÜäåò ôÜîåùò

2mpn, üðïõ m ∈ {1, 2, 3}, n ∈ N

êáé p ðåñéôôüò ðñþôïò. [Õðüäåéîç : Íá ·ñçóéìïðïéçèïýí êáôáëëÞëùò ôá èåùñÞìáôá ôïý Sylow, ôï ôÝ·íá-

óìá ôïý Poincarª êáé ôï (i).]

ÈÅÌÁ 10ï (i) Íá áðïäåé·èåß üôé êÜèå áâåëéáíÞ ïìÜäá ðïõ äéáèÝôåé ìéá óõíèåôéêÞ óåéñÜ ïöåßëåé íá åßíáé ðåðåñá-

óìÝíç.

(ii)¸óôùG ìéá ïìÜäá. ÅÜíH E G êáéK E G, êáé åÜí, åðéðñïóèÝôùò, ïé ðçëéêïïìÜäåòG/H,G/K åßíáé

åðéëýóéìåò, íá áðïäåé·èåß üôé áìöüôåñåò ïé ðçëéêïïìÜäåòK/(H ∩K) êáé G/(H ∩K) åßíáé åðéëýóéìåò.

---------------------------------------------------
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• Æçôåßôáé íá áðáíôçèïýí ôï ðïëý 3 èÝìáôá áíÞêïíôá óå ìßá åê ôùí äýï ðáñáôéèÝìåíùí êáôçãïñéþí
èåìÜôùí êáé ôï ðïëý 2 èÝìáôá áíÞêïíôá óôçí Üëëç.

• ÊÜèå ïñèþò áðáíôçèÝí èÝìá èá ëáìâÜíåé 2 ìïíÜäåò.

• Ç åîÝôáóç ·ùñßæåôáé óå äýï ìÝñç. Óôï ðñþôï ìÝñïò ôçò ïé åîåôáæüìåíïé äßäïõí ôéò áðáíôÞóåéò ìüíïí
óôá èåùñçôéêÜ èÝìáôá ôÞò åðéëïãÞò ôïõò (áðü ôá 1-5), ·ùñßò íá ·ñçóéìïðïéïýí óçìåéþóåéò Þ âéâëßá.

¾óôåñá áðü ôçí áðïðåñÜôùóç áõôÞò ôÞò äéáäéêáóßáò ðáñáäßäïõí ôéò êüëëåò ôïõò óôïí åðéôçñçôÞ êáé

(ðñïêåéìÝíïõ íá ìåôáâïýí óôï äåýôåñï ìÝñïò ôÞò åîåôÜóåùò) ëáìâÜíïõí Üëëåò êüëëåò.

• Óôï äåýôåñï ìÝñïò ïé åîåôáæüìåíïé äßäïõí ôéò áðáíôÞóåéò ìüíïí óôá èÝìáôá ôÞò åðéëïãÞò ôïõò (áðü ôá
6-10) ðïõ ó·åôßæïíôáé ìå ôéò åöáñìïãÝò, Ý·ïíôáò åê ðáñáëëÞëïõ ôç äõíáôüôçôá ·ñçóéìïðïéÞóåùò ôùí

óçìåéþóåùí ôïý äéäÜîáíôïò Þ/êáé ôùí âéâëßùí ðïõ äéåíåìÞèçóáí ãéá ôçí ðáñáêïëïýèçóç ôïý ìáèÞìá-

ôïò.

• Åíôüò ôùí ãñáðôþí ïé åîåôáæüìåíïé ïöåßëïõí íá áíáãñÜöïõí ñçôþò óå ðïéï åê ôùí äïèÝíôùí èåìÜôùí
áðáíôïýí.

• Ç ·ñÞóç ðïëý äõóáíÜãíùóôçò ãñáöÞò Þ/êáé ìç áíáãíùñßóéìùí ìáèçìáôéêþí óõìâüëùí åíäÝ·åôáé íá
ïäçãÞóåé óå ìåßùóç ôïý âáèìïý (ëüãù áäõíáìßáò äéïñèþóåùò åê ìÝñïõò ôïý åîåôáóôïý).

• ÊáôÜ ôç äéÜñêåéá ôÞò åîåôÜóåùò äåí åðéôñÝðïíôáé óõæçôÞóåéò ìåôáîý ôùí åîåôáæïìÝíùí, áíôéãñáöÞ Þ
áäéêáéïëüãçôç õðÝñâáóç ôïý ïñéóèÝíôïò ·ñüíïõ ãéá ôçí áðÜíôçóç ôùí èåìÜôùí. (ÊÜôé ôÝôïéï èá åß·å

ùò óõíÝðåéá åéäéêÞ ìïíïãñáöÞ óçìÜíóåùò ôïý ãñáðôïý êáé óõíáêüëïõèï ìçäåíéóìü ôïõ.)

---------------------------------------------------

ÊÁËÇ ÅÐÉÔÕμÉÁ!
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