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ÅîÝôáóç Éáíïõáñßïõ 2010 ÅîåôáóôÞò: ÄçìÞôñéïò ÍôáÞò

ÈÅÙÑÇÔÉÊÁ ÈÅÌÁÔÁ

ÈÅÌÁ 1ï Íá äéáôõðùèåß êáé íá áðïäåé·èåß ôï èåìåëéþäåò èåþñçìá ôÞò ÁñéèìçôéêÞò.

ÈÅÌÁ 2ï ÅÜí n ∈ N, n ≥ 2, êáé ïé a1, . . . , an åßíáé ìç ìçäåíéêïß áêÝñáéïé ìå

|a1| = p
α1,1
1 · · · pα1,kk , . . . . . . , |an| = p

αn,1
1 · · · pαn,kk ,

üðïõ ïé p1, . . . , pk (k ∈ N) åßíáé ðñþôïé áñéèìïß êáé ïé αj,l, j ∈ {1, ..., n}, l ∈ {1, ..., k}, ìç áñíçôéêïß
áêÝñáéïé áñéèìïß, íá áðïäåé·èåß üôé

ìêä(a1, . . . , an) =
kY
l=1

p
min{α1,l,...,αn,l}
l .

ÈÅÌÁ 3ï Íá áðïäåé·èïýí ôá åîÞò:

(i) ÄïèÝíôùí åíüòm ∈ N êáé äõï áêåñáßùí a, b, a 6= 0, ç ãñáììéêÞ éóïôéìßá

ax ≡ b(modm) (B)

äéáèÝôåé ëýóåéò x ∈ Z êáôÜ ìüäéïm åÜí êáé ìüíïí åÜí ìêä (a,m)| b.
(ii) ¼ôáí ìêä (a,m)| b, ç éóïôéìßá (B) äéáèÝôåé áêñéâþò ìêä(a,m) óáöþò äéáêåêñéìÝíåò ëýóåéò x ∈ Z
êáôÜ ìüäéïm, ïé ïðïßåò åßíáé ôÞò ìïñöÞò

x = x0 + k
m

ìêä (a,m)
, k ∈ {0, 1, . . . , ìêä (a,m)− 1},

üðïõ x0 ìéá åéäéêÞ ëýóç ôÞò (B).

(iii) Ìßá åéäéêÞ ëýóç ôÞò (B) åßíáé ç x0 := aϕ(m)−1b, üðïõ ϕ ç óõíÜñôçóç ôïý Euler.

ÈÅÌÁ 4ï ÅÜí ç f åßíáé ìéá áñéèìçôéêÞ óõíÜñôçóç êáé F (n) :=
P
d|n

f(d) ãéá êÜèå n ∈ N, íá áðïäåé·èïýí ôá åîÞò:

(i) Ïé ôéìÝò ôÞò f ðñïóäéïñßæïíôáé ìÝóù ôïý ëåãïìÝíïõ ôýðïõ áíôéóôñïöÞò ôïý Mbius :

f(n) =
X
d|n

μ (d)F
³n
d

´
,

üðïõ

μ (n) :=

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
1, üôáí n = 1,

0, üôáí ∃p ðñþôïò: p2 | n,

(−1)k
(

üôáí @p ðñþôïò: p2 | n êáé n = p1p2 · · · pk,
üðïõ k ∈ N êáé p1, . . . , pk (êáô' áíÜãêçí äéáêåêñéìÝíïé) ðñþôïé,

ç óõíÜñôçóç ôïý Mbius.

(ii) ÅÜí ç F åßíáé ðïëëáðëáóéáóôéêÞ, ôüôå êáé ç f åßíáé ðïëëáðëáóéáóôéêÞ.

ÈÅÌÁ 5ï ÅÜí ï a åßíáé Ýíáò áêÝñáéïò êáé ï p Ýíáò ðåñéôôüò ðñþôïò áñéèìüò ìå ìêä(a, p) = 1, ôüôå ôï óýìâïëï ôïý
Legendre åßíáé ôïÃ

a

p

!
:=

⎧⎨⎩ 1, üôáí ï a åßíáé ôåôñáãùíéêü õðüëïéðï mod p,

−1, üôáí ï a äåí åßíáé ôåôñáãùíéêü õðüëïéðï mod p.
(1)

1



Óýìöùíá ìå Ýíá ëÞììá ôïý Euler, Ã
a

p

!
≡ a

p−1
2 (mod p), (2)

êáé, óýìöùíá ìå Ýíá ëÞììá ôïý Gauss,

Ã
a

p

!
= (−1)

p−1
2P
i=1

j
2ai
p

k
, (3)

(üðïõ bxc := max{m ∈ Z|m ≤ x} ãéá ïéïíäÞðïôå x ∈ Q). Ìå ôç âïÞèåéá ôùí (1), (2) êáé (3) íá
áðïäåé·èïýí ôá áêüëïõèá:

(i) Ãéá êÜèå ðåñéôôü ðñþôï áñéèìü p êáé a1, a2 ∈ Z, üðïõ ìêä(a1, p) = ìêä(a2, p) = 1 êáé a1 ≡ a2(mod p),

éó·ýïõí ïé éóüôçôåò Ã
1

p

!
= 1 êáé

Ã
a1
p

!
=

Ã
a2
p

!
.

(ii) Ãéá êÜèå ðåñéôôü ðñþôï áñéèìü p êáé a1, . . . , ak ∈ Z, üðïõ k ∈ N, k ≥ 2, êáé ìêä(aj , p) = 1,

∀j ∈ {1, . . . , k}, éó·ýåé ç éóüôçôáÃ
a1a2 · · · ak

p

!
=

Ã
a1
p

!Ã
a2
p

!
· · ·
Ã
ak
p

!
.

(iii) Ãéá êÜèå ðåñéôôü ðñþôï áñéèìü p éó·ýåé ç éóüôçôáÃ
2

p

!
= (−1)

p2−1
8 .

ÈÅÌÁÔÁ ÓμÅÔÉÆÏÌÅÍÁÌÅ ÔÉÓ ÅÖÁÑÌÏÃÅÓ

ÈÅÌÁ 6ï ÅÜí a, b, c ∈ Zr{0}, íá áðïäåé·èåß üôé

ìêä(a, b)ìêä(b, c)ìêä(c, a)
ìêä(a, b, c)2

=
åêð(a, b)åêð(b, c)åêð(c, a)

åêð(a, b, c)2
.

ÈÅÌÁ 7ï (i) ÅÜí ïé p, q åßíáé ðåñéôôïß ðñþôïé ìå p 6= q, êáé a Ýíáò áêÝñáéïò ãéá ôïí ïðïßï éó·ýåé ìêä(a, pq) = 1,

íá áðïäåé·èåß üôé

a
ϕ(pq)
2 ≡ 1 (mod pq) .

(ii) Íá ðñïóäéïñéóèïýí ïé ëýóåéò ôÞò ãñáììéêÞò éóïôéìßáò

6x ≡ 3(mod 21).

ÈÅÌÁ 8ï (i) ÅÜí ï p åßíáé Ýíáò ðñþôïò áñéèìüò, íá áðïäåé·èåß üôé ãéá êÜèå öõóéêü áñéèìü n < p áëçèåýåé ç
éóïôéìßá

(n− 1)!(p− n)! ≡ (−1)n(mod p).

(ii) Íá ðñïóäéïñéóèåß ï ìêä(n! + 1, (n+ 1)!) ãéá ïéïíäÞðïôå öõóéêü áñéèìü n.
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ÈÅÌÁ 9ï ÅÜí ùòϕ, μ óõìâïëéóèïýí ïé óõíáñôÞóåéò ôùí Euler êáéMbius, áíôéóôïß·ùò, íá áðïäåé·èåß üôé ãéá êÜèå
öõóéêü áñéèìü n éó·ýïõí ïé éóüôçôåò

X
d|n

μ (d)2

ϕ (d)
=

n

ϕ (n)
êáé

X
d|n

μ (d)ϕ (d) =
Y
p|n

(2− p) ,

üðïõ ï d äéáôñÝ·åé ôïõò öõóéêïýò áñéèìïýò êáé ï p ôïõò ðñþôïõò áñéèìïýò ðïõ äéáéñïýí ôïí n.

ÈÅÌÁ 10ï Íá ðñïóäéïñéóèåß ç ôéìÞ ôïý óõìâüëïõ ôïý Legendre
¡
3
p

¢
ãéá ïéïíäÞðïôå ðñþôï áñéèìü p > 3.

---------------------------------------------------

• Íá áðáíôçèïýí ôï ðïëý 3 èÝìáôá áíÞêïíôá óå ìßá åê ôùí äýï ðáñáôéèÝìåíùí êáôçãïñéþí èåìÜôùí êáé
ôï ðïëý 2 èÝìáôá áíÞêïíôá óôçí Üëëç.

• ÊÜèå ïñèþò áðáíôçèÝí èÝìá èá ëáìâÜíåé 2 ìïíÜäåò.

• ÊáôÜ ôç äéÜñêåéá ôÞò åîåôÜóåùò ïé óçìåéþóåéò èá ðáñáìåßíïõí êëåéóôÝò.

• Åíôüò ôïý ãñáðôïý ïé åîåôáæüìåíïé ïöåßëïõí íá áíáãñÜöïõí ñçôþò óå ðïéï åê ôùí äïèÝíôùí èåìÜôùí
áðáíôïýí.

• Ç ·ñÞóç ðïëý äõóáíÜãíùóôçò ãñáöÞò Þ/êáé ìç áíáãíùñßóéìùí ìáèçìáôéêþí óõìâüëùí åíäÝ·åôáé íá
ïäçãÞóåé óå ìåßùóç ôïý âáèìïý (ëüãù áäõíáìßáò äéïñèþóåùò åê ìÝñïõò ôïý åîåôáóôïý).

• ÊáôÜ ôç äéÜñêåéá ôÞò åîåôÜóåùò äåí åðéôñÝðïíôáé óõæçôÞóåéò ìåôáîý ôùí åîåôáæïìÝíùí, áíôéãñáöÞ Þ
áäéêáéïëüãçôç õðÝñâáóç ôïý ïñéóèÝíôïò ·ñüíïõ ãéá ôçí áðÜíôçóç ôùí èåìÜôùí. (ÊÜôé ôÝôïéï èá åß·å

ùò óõíÝðåéá åéäéêÞ ìïíïãñáöÞ óçìÜíóåùò ôïý ãñáðôïý êáé óõíáêüëïõèï ìçäåíéóìü ôïõ.)

---------------------------------------------------

ÊÁËÇ ÅÐÉÔÕμÉÁ!

3


