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ÈÅÙÑÇÔÉÊÁ ÈÅÌÁÔÁ

ÈÅÌÁ 1ï (i) Íá äéáôõðùèåß êáé íá áðïäåé·èåß ôï äåýôåñï èåþñçìá éóïìïñöéóìþí äáêôõëßùí.

(ii) ¸óôù üôé ï R åßíáé Ýíáò äáêôýëéïò êáé I, J äýï éäåþäç ôïõ. Íá áðïäåé·èïýí ïé éóïìïñöéóìïß:

(I + J) / (I ∩ J) ∼= ((I + J) /I)× ((I + J) /J) ∼= (J/ (I ∩ J))× (I/ (I ∩ J)) .

ÈÅÌÁ 2ï Íá äéáôõðùèåß ôï ëÞììá ôïý Zorn êáé íá áðïäåé·èåß ìÝóù áõôïý üôé êÜèå éäåþäåò I $ R åíüò ìç

ôåôñéììÝíïõ äáêôõëßïõR (ìå ìïíáäéáßï ðïëëáðëáóéáóôéêü óôïé·åßï) ðåñéÝ·åôáé óå êÜðïéï ìåãéóôïôéêü

éäåþäåò ôïý R.

ÈÅÌÁ 3ï ¸óôùm ∈ Zr{0, 1} Ýíáò áêÝñáéïò ðïõ äåí åßíáé ôÝëåéï ôåôñÜãùíï. Íá áðïäåé·èåß üôé ãéá ôçí áêåñáßá
ðåñéï·Þ
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éó·ýïõí ôá áêüëïõèá:

(i) H Z[
√
m] åßíáé íáéôåñéáíÞ ðåñéï·Þ.

(ii) To 2 åßíáé äåí åßíáé ðñþôï óôïé·åßï ôÞò Z[
√
m].

(iii) ÅÜí åßôåm ≡ 1(mod 4) åßôåm ≤ −3, ôüôå ôï 2 åßíáé áíÜãùãï óôïé·åßï ôÞò Z[
√
m].

(iv) ÅÜí åßôåm ≡ 1(mod 4) åßôåm ≤ −3, ôüôå ç Z[√m] äåí åßíáé ïýôå Ð.Ê.É. ïýôå ðåñéï·Þ ìå ìêä.

ÈÅÌÁ 4ï (i) Íá ðñïóäéïñéóèïýí åðáêñéâþò üëá ôá áíÜãùãá ðïëõþíõìá ôïý R[t].

(ii) Íá äéáôõðùèåß êáé íá áðïäåé·èåß ôï èåþñçìá áíáãùãéìüôçôáò ôïý Eisenstein.

ÈÅÌÁ 5ï Íá äéáôõðùèåß êáé íá áðïäåé·èåß ôï èåþñçìá âÜóåùò ôïý Hilbert.

ÈÅÌÁÔÁ ÓµÅÔÉÆÏÌÅÍÁÌÅ ÔÉÓ ÅÖÁÑÌÏÃÅÓ

ÈÅÌÁ 6ï Íá áðïäåé·èåß üôé ôï óýíïëï
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áðïôåëåß Ýíáí ìåôáèåôéêü õðïäáêôýëéï ôïý Mat2×2(R) ìå ìïíáäéáßï êáé üôé ôï
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åßíáé Ýíá éäåþäåò ôïý R. Åí óõíå·åßá, äéáðéóôþíïíôáò üôéÃ
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íá áðïäåé·èåß üôé ôï I äåí åßíáé êýñéï éäåþäåò.
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ÈÅÌÁ 7ï ÅÜí hmi êáé hni åßíáé äõï éäåþäç ôïý äáêôõëßïõ Z ôùí áêåñáßùí ðáñáãüìåíá áðü ôïõòm,n ∈ Zr{0},
íá áðïäåé·èåß üôé éó·ýïõí ôá áêüëïõèá:

(i) hmi ∩ hni = håêð(m,n)i ,

(ii) hmi+ hni = hìêä(m,n)i ,

(iii) hmi hni = hmni ,

(iv) hmi : hni =
D

m
ìêä(m,n)

E
.

ÈÅÌÁ 8ï ÅÜím ∈ {−1,−2, 2, 3} , íá áðïäåé·èåß üôé ï Z[
√
m] åßíáé åõêëåßäåéá ðåñéï·Þ ìå ôçí

δ (z) := |N(z)| = |zz| , ∀z ∈ Z[
√
m]r{0},

ùò åõêëåßäåéá óôÜèìç ôçò.

ÈÅÌÁ 9ï ¸óôù p Ýíáò ðñþôïò áñéèìüò êáé Ýóôù

Ip :=
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.

Íá áðïäåé·èïýí ôá áêüëïõèá:

(i) To Ip åßíáé Ýíá éäåþäåò ôïý Z[t].

(ii) Ip = ht, pi .

(iii) To Ip äåí åßíáé êýñéï éäåþäåò ôïý Z[t].

(iv) To Ip åßíáé ìåãéóôïôéêü éäåþäåò ôïý Z[t].

ÈÅÌÁ 10ï (i) ¸óôù a ∈ Z. Íá áðïäåé·èåß üôé Ýíá ðïëõþíõìï f(t) ∈ Z[t] åßíáé áíÜãùãï åíôüò ôïý Z[t] åÜí êáé
ìüíïí åÜí ôï f(t+ a) åßíáé áíÜãùãï åíôüò ôïý Z[t].

(ii) Íá áðïäåé·èåß üôé ôï f(t) = t4 + 1 åßíáé áíÜãùãï åíôüò ôïý Z[t].

(iii) ÅÜí ï p åßíáé Ýíáò ðñþôïò áñéèìüò, íá áðïäåé·èåß üôé ôï p-ïóôü êõêëïôïìéêü ðïëõþíõìï

Φp(t) :=
tp − 1
t− 1 = tp−1 + tp−2 + · · ·+ t+ 1

åßíáé áíÜãùãï åíôüò ôïý Q[t].

—————————————————

• Íá áðáíôçèïýí ôï ðïëý 3 èÝìáôá áíÞêïíôá óå ìßá åê ôùí äýï ðáñáôéèÝìåíùí êáôçãïñéþí èåìÜôùí
êáé ôï ðïëý 2 èÝìáôá áíÞêïíôá óôçí Üëëç.

• ÊÜèå ïñèþò áðáíôçèÝí èÝìá èá ëáìâÜíåé 2 ìïíÜäåò.

• ÊáôÜ ôç äéÜñêåéá ôÞò åîåôÜóåùò ïé óçìåéþóåéò èá ðáñáìåßíïõí êëåéóôÝò.

• Åíôüò ôïý ãñáðôïý ïé åîåôáæüìåíïé ïöåßëïõí íá áíáãñÜöïõí ñçôþò óå ðïéï åê ôùí äïèÝíôùí èåìÜôùí
áðáíôïýí.

• Ç ·ñÞóç ðïëý äõóáíÜãíùóôçò ãñáöÞò Þ/êáé ìç áíáãíùñßóéìùí ìáèçìáôéêþí óõìâüëùí åíäÝ·åôáé
íá ïäçãÞóåé óå ìåßùóç ôïý âáèìïý (ëüãù áäõíáìßáò äéïñèþóåùò åê ìÝñïõò ôïý åîåôáóôïý).

• ÊáôÜ ôç äéÜñêåéá ôÞò åîåôÜóåùò äåí åðéôñÝðïíôáé óõæçôÞóåéò ìåôáîý ôùí åîåôáæïìÝíùí, áíôéãñáöÞ
Þ áäéêáéïëüãçôç õðÝñâáóç ôïý ïñéóèÝíôïò ·ñüíïõ ãéá ôçí áðÜíôçóç ôùí èåìÜôùí. (ÊÜôé ôÝôïéï èá

åß·å ùò óõíÝðåéá åéäéêÞ ìïíïãñáöÞ óçìÜíóåùò ôïý ãñáðôïý êáé óõíáêüëïõèï ìçäåíéóìü ôïõ.)

—————————————————

ÊÁËÇ ÅÐÉÔÕµÉÁ!
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