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ÈÅÌÁ 1ï (i) Íá äéáôõðùèåß êáé íá áðïäåé·èåß ëåðôïìåñþò ôï ðñþôï èåþñçìá éóïìïñöéóìþí äáêôõëßùí.

(ii) ¸óôù üôé ôá I êáé J åßíáé éäåþäç åíüò äáêôõëßïõ R. Íá áðïäåé·èïýí ôá áêüëïõèá:

(á) Ôï óýíïëá I ∩ J êáé I + J := {a+ b | a ∈ I, b ∈ J} åßíáé éäåþäç ôïý R.

(â) Ç áðåéêüíéóç f : I −→ (I + J) /J, f(a) := a+J, ∀a ∈ I, åßíáé Ýíáò åðéìïñöéóìüò äáêôõëßùí êáé

(I + J) /J ∼= I/ (I ∩ J) .

(ã) Ç áðåéêüíéóç g : I+J −→ (I + J) /I× (I + J) /J, g(x) := (x+ I, x+ J) , ∀x ∈ I+J, åßíáé Ýíáò
åðéìïñöéóìüò äáêôõëßùí êáé

(I + J) /I × (I + J) /J ∼= (I + J) / (I ∩ J) ∼= J/ (I ∩ J)× I/ (I ∩ J) .

(ä) O ïìïìïñöéóìüò äáêôõëßùí h : R −→ R/I ×R/J, h(r) := (r + I, r + J) , ∀r ∈ R, äåí åßíáé êáô'

áíÜãêçí êáé åðéìïñöéóìüò üôáí I + J $ R. (Ãéá ôçí åðáëÞèåõóç ôïý éó·õñéóìïý áñêåß ç ðáñÜèåóç

êáôáëëÞëïõ ðáñáäåßãìáôïò.)

ÈÅÌÁ 2ï (i) Ùò ãíùóôüí, ï äáêôýëéïò R = Z ôùí áêåñáßùí áñéèìþí åßíáé Ð.Ê.É., ïðüôå êÜèå éäåþäåò ôïõ åßíáé
êýñéï. ¸óôù I ôï áêüëïõèï (ìç ôåôñéììÝíï) éäåþäåò ôïý Z:

I :=
­©

m3 −m
¯̄
m ∈ Z

ª®
.

Íá ðñïóäéïñéóèåß ï ìïíïóçìÜíôùò ïñéóìÝíïò èåôéêüò áêÝñáéïò n ãéá ôïí ïðïßï éó·ýåé I = hni .
(ii) Íá áðïäåé·èåß üôé ï äáêôýëéïò

Z[
√
m] =

©
a+ b

√
m
¯̄
a, b ∈ Z

ª
$ C,

m ∈ Zr {0, 1}, åßíáé íáéôåñéáíüò äáêôýëéïò (= äáêôýëéïò ôÞò Noether).

ÈÅÌÁ 3ï ¸óôù R ôï óýíïëï

R := {0} ∪
n a

2n

¯̄̄
a ðåñéôôüò áêÝñáéïò êáé n ∈ Z

o
⊂ Q.

(i) Íá áðïäåé·èåß üôé ôï R åßíáé õðïäáêôýëéïò ôïý Q (ùò ðñïò ôéò óõíÞèåéò ðñÜîåéò).

(ii) Íá áðïäåé·èåß üôé ôï R åßíáé áêåñáßá ðåñéï·Þ.

(iii) Íá ðñïóäéïñéóèåß ç ðïëëáðëáóéáóôéêÞ ïìÜäá R× ôùí áíôéóôñåøßìùí óôïé·åßùí ôïý R.

(iv) Íá åîåôáóèåß ãéá êáèÝíá ôùí óôïé·åßùí 2 (= 1
2−1 ) êáé 6 (=

3
2−1 ) ôïý R ôï êáôÜ ðüóïí åßíáé Þ äåí

åßíáé áíÜãùãï åíôüò ôïý R.

ÈÅÌÁ 4ï ¸óôù f(x) = a+ bx+ cx2 + dx3 ∈ Z[x].

(i) Íá áðïäåßîåôå êáô' åõèåßáí áðü ôïõò ïñéóìïýò üôé, åÜí ôï f(x) åßíáé áíÜãùãï óôïí Z[x], ôüôå ôï 1
åßíáé ìÝãéóôïò êïéíüò äéáéñÝôçò ôùí a, b, c, d.

(ii) Íá áðïäåßîåôå üôé, åÜí ôï f(x) åßíáé ðñùôáñ·éêü óôïí Z[x], ôüôå êÜèå ðáñÜãïíôáò ôïý f(x) åßíáé

åðßóçò ðñùôáñ·éêüò óôïí Z[x].
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ÈÅÌÁ 5ï ¸óôù C ôï óþìá ôùí ìéãáäéêþí áñéèìþí êáé ÝóôùR ï õðïäáêôýëéïò Z[
√
−3] ôïý C.ÊÜèå óôïé·åßï ôïý

R ãñÜöåôáé êáôÜ ìïíáäéêü ôñüðï õðü ôç ìïñöÞ r = a + b
√
−3, ìå a, b ∈ Z (üðïõ

√
−3 = i

√
3 êáé

i :=
√
−1 ∈ C). Ãéá r = a+ b

√
−3, üðùò ðáñáðÜíù, ÝóôùN(r) := a2 + 3b2.

(i) Íá áðïäåßîåôå üôé Ýíá óôïé·åßï r ôïý R åßíáé áíôéóôñÝøéìï óôïí R åÜí êáé ìüíïí åÜíN(r) = 1.

(ii) Íá áðïäåßîåôå üôé ôï 2 åßíáé áíÜãùãï óôïí R.

ÈÅÌÁ 6ï (i) ÊÜèå áêÝñáéïò ôïý Gauss ãñÜöåôáé êáôÜ ìïíáäéêü ôñüðï õðü ôç ìïñöÞ r = m + ni, ìå m,n ∈ Z
(üðïõ i :=

√
−1 ∈ C). Ãéá r = m+ ni, üðùò ðáñáðÜíù, ÝóôùN(r) := m2 + n2.

ÈåùñÞóôå ôïýò áêåñáßïõò ôïý Gauss a = −3+ 8i, b = 1+ 2i. Íá âñåßôå áêåñáßïõò ôïý Gauss q êáé r ìå

a = bq + r êáé N(r) < N(b).

(ii) Íá ·ñçóéìïðïéÞóåôå ôïí Åõêëåßäåéï áëãüñéèìï ãéá íá ãñÜøåôå Ýíáí ìÝãéóôï êïéíü äéáéñÝôç ôùí

90, 37 õðü ôç ìïñöÞ 90s+ 37t (s, t ∈ Z).

—————————————————

• Íá áðáíôçèïýí ôï ðïëý 5 èÝìáôá áðü ôá 1-6.

• ÊÜèå ïñèþò áðáíôçèÝí èÝìá èá ëáìâÜíåé äýï ìïíÜäåò.

• ÊáôÜ ôç äéÜñêåéá ôÞò åîåôÜóåùò âéâëßá êáé óçìåéþóåéò èá ðáñáìåßíïõí êëåéóôÜ.

• Åíôüò ôïý ãñáðôïý ïé åîåôáæüìåíïé ïöåßëïõí íá áíáãñÜöïõí ñçôþò óå ðïéï åê ôùí äïèÝíôùí èåìÜôùí
áðáíôïýí.

• Ç ·ñÞóç ðïëý äõóáíÜãíùóôçò ãñáöÞò Þ/êáé ìç áíáãíùñßóéìùí ìáèçìáôéêþí óõìâüëùí åíäÝ·åôáé
íá ïäçãÞóåé óå ìåßùóç ôïý âáèìïý (ëüãù áäõíáìßáò äéïñèþóåùò åê ìÝñïõò ôùí åîåôáóôþí).

• ÊáôÜ ôç äéÜñêåéá ôÞò åîåôÜóåùò äåí åðéôñÝðïíôáé óõæçôÞóåéò ìåôáîý ôùí åîåôáæïìÝíùí, áíôéãñáöÞ
Þ áäéêáéïëüãçôç õðÝñâáóç ôïý ïñéóèÝíôïò ·ñüíïõ ãéá ôçí áðÜíôçóç ôùí èåìÜôùí. (ÊÜôé ôÝôïéï èá

åß·å ùò óõíÝðåéá åéäéêÞ ìïíïãñáöÞ óçìÜíóåùò ôïý ãñáðôïý êáé óõíáêüëïõèï ìçäåíéóìü ôïõ.)

—————————————————

ÓÁÓ ÅÕμÏÌÁÓÔÅ ÊÁËÇ ÅÐÉÔÕμÉÁ!
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