
ÐáíåðéóôÞìéï ÊñÞôçò, ÔìÞìá Ìáèçìáôéêþí Èåùñßá Äáêôõëßùí êáé Modules (M 222)

ÔåëéêÞ ÅîÝôáóç, Åáñéíü ÅîÜìçíï 2004 ÈÝìáôá Äçìçôñßïõ ÍôáÞ

ÈÅÌÁ 1ï (i) ÅÜí ôáR êáé S åßíáé äõï äáêôýëéïé ðåðåñáóìÝíçò ·áñáêôçñéóôéêÞò, íá ðñïóäéïñéóèåß ç ·áñáêôçñé-

óôéêÞ ·áñ(R× S) ôïý äáêôõëßïõ R× S óõíáñôÞóåé ôùím := ·áñ(R) êáé n := ·áñ(S).

(ii) ÅÜí Ýíáò ôïõëÜ·éóôïí åê ôùí äáêôõëßùí R,S Ý·åé ·áñáêôçñéóôéêÞ ßóç ìå ôï ìçäÝí, íá áðïäåé·èåß

ïôé êáé ï R× S Ý·åé ·áñáêôçñéóôéêÞ ßóç ìå ôï ìçäÝí.

ÈÅÌÁ 2ï Íááðïäåé·èåß üôé ç åîßóùóç 2a3−50 a2+883a−26 = 0 äåí äéáèÝôåé êáìßá áêåñáßá ëýóç a. (Õðüäåéîç:

Íá ·ñçóéìïðïéçèåß «åéò Üôïðïí áðáãùãÞ», ëáìâáíïìÝíùí õð' üøéí ôùí éäéïôÞôùí ôïý åðéìïñöéóìïý

äáêôõëßùí f : Z −→ Z3, f (a) := [a]3 , ∀a ∈ Z.)

ÈÅÌÁ 3ï (i) Íá ðñïóäéïñéóèåß åðáêñéâþò ç ðïëëáðëáóéáóôéêÞ ïìÜäá ôùí áíôéóôñåøßìùí óôïé·åßùí ôïý äáêôõ-

ëßïõMatn×n (R) ôùí n × n ðéíÜêùí, ïé åããñáöÝò ôùí ïðïßùí åßíáé åéëçììÝíåò áðü Ýíáí ìåôáèåôéêü,

ìç ôåôñéììÝíï 1-äáêôýëéï R, óõíáñôÞóåé ôïý R.

(ii) ÅÜí ïR åßíáé äéáéñåôéêüò äáêôýëéïò, íá áðïäåé·èåß üôé ïMatn×n (R) åßíáé Ýíáò áðëüò äáêôýëéïò.

ÈÅÌÁ 4ï (i) Íáðñïóäéïñéóèïýí üëá ôá éäåþäç ôïý äáêôõëßïõZ/mZ ∼= Zm ãéá ïéïíäÞðïôå öõóéêü áñéèìüm ≥ 2.
Ðüóá åßíáé áõôÜ (óõíáñôÞóåé ôùí α1, . . . , αk ∈ N) åÜí õðïôåèåß üôé ç áíÜëõóç ôïýmùò ãéíïìÝíïõ äéá-

êåêñéìÝíùí ðñþôùí áñéèìþí p1, . . . , pk åßíáé çm = pα11 pα22 · · · pαkk ;

(ii) Íá ðñïóäéïñéóèïýí üëá ôá ìåãéóôïôéêÜ éäåþäç ôïý äáêôõëßïõ Z/mZ êáé, åí óõíå·åßá, íá õðïëïãé-

óèåß ç ôïìÞ ôïõò.

(iii) Íá ðñïóäéïñéóèïýí üëá ôá ðñþôá éäåþäç ôïý äáêôõëßïõ Z/mZ.

ÈÅÌÁ 5ï (i) Íá áðïäåé·èåß üôé Ýíáò ìåôáèåôéêüò 1-äáêôýëéïò åßíáé áêåñáßá ðåñéï·Þ åÜí êáé ìüíïí åÜí ôï ôåôñéì-

ìÝíï éäåþäåò ôïõ åßíáé ðñþôï.

(ii) ¸óôù R Ýíáò ìåôáèåôéêüò 1-äáêôýëéïò óôïí ïðïßï êÜèå éäåþäåò I $ R åßíáé ðñþôï. Íá áðïäåé·èåß

ðùò ï R åßíáé óþìá.

ÈÅÌÁ 6ï Ãéá ïéïíäÞðïôå ðñþôï áñéèìü p ïñßæïõìå ôï óýíïëï

Zhpi :=
n
r ∈ Q | r = a

b
, (a, b) ∈ Z× (Zr{0}) , ìå ìêä (a, b) = 1 êáé p - b

o
.

(i) Íá áðïäåé·èåß üôé ôï Zhpi åßíáé ôïðéêüò õðïäáêôýëéïò ôïý Q.

(ii) Íá áðïäåé·èåß üôé ï äáêôýëéïò Zhpi åßíáé Ð.Ê.É., êáé ìÜëéóôá üôé üëá ôá ìç ôåôñéììÝíá éäåþäç ôïõ
åßíáé ôá ìÝëç ôÞò áëõóßäáò

Zhpi % pZhpi % p2Zhpi % · · · % pnZhpi % pn+1Zhpi % · · ·

(Õðüäåéîç: ÊÜèå ìç ìçäåíéêü óôïé·åßï r ôïý Zhpi ãñÜöåôáé õðü ôç ìïñöÞ r = pn a
b ãéá êÜðïéï ìï-

íïóçìÜíôùò ïñéóìÝíï n =: nr ∈ N, ïýôùò þóôå p - a êáé p - b. ÅÜí ôï I åßíáé Ýíá ìç ôåôñéì-

ìÝíï éäåþäåò ôïý äáêôõëßïõ Zhpi,íá ·ñçóéìïðïéçèåß êáôáëëÞëùò ôï åëÜ·éóôï óôïé·åßï ôïý óõíüëïõ

AI := {m ∈ N | ∃r ∈ I : nr = m}.)

(iii) Åßíáé ï Zhpi éóüìïñöïò ôïý Zp; (Áðáéôåßôáé ðëÞñçò äéêáéïëüãçóç ôÞò áðáíôÞóåùò.)

ÈÅÌÁ 7ï Íá áðïäåé·èåß üôé ç áêåñáßá ðåñéï·Þ Z[
√
−2] :=

©
a+ b

√
−2 ∈ Z

¯̄
a, b ∈ Z

ª
$ C åßíáé åõêëåéäåßá

ðåñéï·Þ ìå ôçí áðåéêüíéóç

δ : Z[
√
−2]r{0} −→ N0, δ (z) := N(z) = zz, ∀z ∈ Z[

√
−2]r{0},

ùò åõêëåéäåßá óôÜèìç ôçò.
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ÐáíåðéóôÞìéï ÊñÞôçò, ÔìÞìá Ìáèçìáôéêþí Èåùñßá Äáêôõëßùí êáé Modules (M 222)

ÔåëéêÞ ÅîÝôáóç, Åáñéíü ÅîÜìçíï 2004 ÈÝìáôá ÌÜíïõ ËõäÜêç

ÈÅÌÁ 8ï (i) Åßíáé ôï óôïé·åßï 2 ôïý Z10 áíÜãùãï óôïí Z10; Íá äéêáéïëïãÞóåôå ôçí áðÜíôçóÞ óáò.

(ii) Íá áðïäåßîåôå üôé ãéá êÜèå óôïé·åßï b ôïý Z10, åÜí ôï 2 äéáéñåß ôï 5b óôïí Z10, ôüôå ôï 2 äéáéñåß ôï b
óôïí Z10.

ÈÅÌÁ 9ï ¸óôùR áêÝñáéá ðåñéï·Þ êáé ôá a, b óôïé·åßá ôïýR.Íá áðïäåßîåôå êáô' åõèåßáí áðü ôïõò ïñéóìïýò üôé

ïé êáôùôÝñù ðñïôÜóåéò åßíáé éóïäýíáìåò:

(1) Ïé êïéíïß äéáéñÝôåò ôùí a, b åßíáé ôá áíôéóôñÝøéìá óôïé·åßá ôïý R.

(2) To 1 åßíáé ìÝãéóôïò êïéíüò äéáéñÝôçò ôùí a, b.

ÈÅÌÁ 10ï ¸óôù R = Z [x] .¸óôù I ôï éäåþäåò üëùí ôùí ðïëõùíýìùí ôïý R ìå Üñôéï óôáèåñü üñï. ÉóïäõíÜìùò,

I = {2n+ xf(x) : n ∈ Z, f(x) ∈ R}.

Íá áðïäåßîåôå üôé ôï I äåí åßíáé êýñéï.

ÈÅÌÁ 11ï Íá áðïäåßîåôå üôé ôï 2 äåí åßíáé ðñþôï óôïé·åßï ôïý õðïäáêôõëßïõ

Z[
√
−3] :=

©
a+ b

√
−3 ∈ Z

¯̄
a, b ∈ Z

ª
ôïý óþìáôïò ôùí ìéãáäéêþí áñéèìþí C.

ÈÅÌÁ 12ï ¸óôù S = Z[x] êáé Ýóôù R = S [y] . Íá áðïäåßîåôå üôé ôï ðïëõþíõìï

x3y3 + xy2 +
¡
x2 + 1

¢
y + x4

åßíáé áíÜãùãï óôïí R.

—————————————————

• Íá áðáíôçèïýí ôï ðïëý 5 èÝìáôá áðü ôá 1-7 êáé ôï ðïëý 5 èÝìáôá áðü ôá 8-12.

• ÊÜèå ïñèþò áðáíôçèÝí èÝìá èá ëáìâÜíåé ìßá ìïíÜäá.

• ÊáôÜ ôç äéÜñêåéá ôÞò åîåôÜóåùò âéâëßá êáé óçìåéþóåéò èá ðáñáìåßíïõí êëåéóôÜ.

• Åíôüò ôïý ãñáðôïý ïé åîåôáæüìåíïé ïöåßëïõí íá áíáãñÜöïõí ñçôþò óå ðïéï åê ôùí äïèÝíôùí èåìÜôùí
áðáíôïýí.

• Ç ·ñÞóç ðïëý äõóáíÜãíùóôçò ãñáöÞò Þ/êáé ìç áíáãíùñßóéìùí ìáèçìáôéêþí óõìâüëùí åíäÝ·åôáé
íá ïäçãÞóåé óå ìåßùóç ôïý âáèìïý (ëüãù áäõíáìßáò äéïñèþóåùò åê ìÝñïõò ôùí åîåôáóôþí).

• ÊáôÜ ôç äéÜñêåéá ôÞò åîåôÜóåùò äåí åðéôñÝðïíôáé óõæçôÞóåéò ìåôáîý ôùí åîåôáæïìÝíùí, áíôéãñáöÞ
Þ áäéêáéïëüãçôç õðÝñâáóç ôïý ïñéóèÝíôïò ·ñüíïõ ãéá ôçí áðÜíôçóç ôùí èåìÜôùí. (ÊÜôé ôÝôïéï èá

åß·å ùò óõíÝðåéá åéäéêÞ ìïíïãñáöÞ óçìÜíóåùò ôïý ãñáðôïý êáé óõíáêüëïõèï ìçäåíéóìü ôïõ.)

—————————————————

ÓÁÓ ÅÕμÏÌÁÓÔÅ ÊÁËÇ ÅÐÉÔÕμÉÁ!
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