
ÐáíåðéóôÞìéï ÊñÞôçò, ÔìÞìá Ìáèçìáôéêþí Èåùñßá Äáêôõëßùí êáé Modules (M 222)

ÅîÝôáóç Óåðôåìâñßïõ 2010 ÅîåôáóôÞò: ÄçìÞôñéïò ÍôáÞò

ÈÅÙÑÇÔÉÊÁ ÈÅÌÁÔÁ

ÈÅÌÁ 1ï Íá äéáôõðùèïýí ôá ôñßá èåùñÞìáôá éóïìïñöéóìþí äáêôõëßùí êáé íá ðáñáôåèåß ç áðüäåéîç åíüò åî

áõôþí.

ÈÅÌÁ 2ï (i) Íá áðïäåé·èåß üôé êÜèå áêåñáßá ðåñéï·Þ, ç ïðïßá äéáèÝôåé ìüíïí Ýíáí ðåðåñáóìÝíï áñéèìü éäåùäþí,

åßíáé óþìá.

(ii) Íá áðïäåé·èåß üôé êÜèå åõêëåßäåéá ðåñéï·Þ åßíáé Ð.Ê.É.

ÈÅÌÁ 3ï ¸óôùm Ýíáò áêÝñáéïò áñéèìüò óôåñïýìåíïò ôåôñáãþíùí. Íá áðïäåé·èåß üôé ç ôåôñáãùíéêÞ áñéèìçôéêÞ
ðåñéï·Þ

Z[
√
m] =

©
a+ b

√
m ∈ Z

¯̄
a, b ∈ Z

ª
⊂ C,

åßíáé íáéôåñéáíÞ ðåñéï·Þ.

ÈÅÌÁ 4ï ¸óôù R ìéá áêåñáßá ðåñéï·Þ. Íá áðïäåé·èåß üôé Ýíá q ∈ Rr
¡
R× ∪ {0R}

¢
åßíáé áíÜãùãï óôïé·åßï ôÞò

R åÜí êáé ìüíïí åÜí ôï êýñéï éäåþäåò hqi åßíáé Ýíá ìåãéóôéêü óôïé·åßï ôïý óõíüëïõ üëùí ôùí ãíçóßùí ìç

ôåôñéììÝíùí êõñßùí éäåùäþí ôÞò R (ùò ðñïò ôïí óõíÞèç óõíïëïèåùñçôéêü åãêëåéóìü).

ÈÅÌÁ 5ï ¸óôù R ìéá áêåñáßá ðåñéï·Þ. Íá áðïäåé·èåß ç éóïäõíáìßá ôùí áêïëïýèùí óõíèçêþí:

(i) H R åßíáé Ð.Ì.Ð.

(ii) Ç R åßíáé ðåñéï·Þ ìå ðáñáãïíôïðïßçóç êáé êÜèå óôïé·åßï q ∈ Rr
¡
R× ∪ {0}

¢
åßíáé ðñþôï åÜí êáé

ìüíïí åÜí åßíáé áíÜãùãï.

(iii) ÊÜèå a ∈ Rr
¡
R× ∪ {0}

¢
äéáèÝôåé óýíôñïöï ðáñéóôþìåíïùò ãéíüìåíï ðåðåñáóìÝíïõ ðëÞèïõò ðñþ-

ôùí óôïé·åßùí ôÞò R.

ÈÅÌÁÔÁ ÓμÅÔÉÆÏÌÅÍÁÌÅ ÔÉÓ ÅÖÁÑÌÏÃÅÓ

ÈÅÌÁ 6ï ÅÜí ï R åßíáé Ýíáò ìåôáèåôéêüò äáêôýëéïò êáé ôï I Ýíá éäåþäåò ôïõ, ïñßæïõìå ôï óýíïëï

Rad(I) := {a ∈ R | am ∈ I ãéá êÜðïéïí èåôéêü áêÝñáéï m}

ùò ôï ñéæéêü ôïý I. ÅÜí ôá I, J óõìâïëßæïõí éäåþäç ôïý R, íá áðïäåé·èïýí ôá åîÞò:

(i) Ôï Rad(I) åßíáé Ýíá éäåþäåò ôïý R êáé I ⊆ Rad(I) .

(ii) Rad(Rad(I)) = Rad(I) ,

(iii) Rad(I)+ Rad(J) ⊆ Rad(Rad(I)+ Rad(J)) = Rad(I + J) .

ÈÅÌÁ 7ï (i) Íá áðïäåé·èåß üôé Ýíáò ìåôáèåôéêüò äáêôýëéïò ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï åßíáé áêåñáßá ðåñéï·Þ åÜí êáé
ìüíïí åÜí ôï ôåôñéììÝíï éäåþäåò ôïõ åßíáé ðñþôï.

(ii) ¸óôù R Ýíáò ìåôáèåôéêüò äáêôýëéïò ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï óôïí ïðïßï êÜèå éäåþäåò I $ R åßíáé
ðñþôï. Íá áðïäåé·èåß üôé ï R åßíáé óþìá.

(iii) Íá áðïäåé·èåß üôé óå êÜèå óôñåâëü óþìáK éó·ýåé ç éóüôçôá

aba = a−
³
a−1 +

¡
b−1 − a

¢−1´−1
,

ãéá ïéáäÞðïôå a, b ∈ Kr{0} ìå a 6= b−1.
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ÈÅÌÁ 8ï Íá áðïäåé·èåß üôé Z[
√
3] À Z[

√
5] êáé Z[X] À Q[X].

ÈÅÌÁ 9ï Íá áðïäåé·èåß üôé ôá óôïé·åßá 6 êáé 2(1 +
√
−5) ôÞò ôåôñáãùíéêÞò áñéèìçôéêÞò ðåñéï·Þò Z[

√
−5] äåí

äéáèÝôïõí ìÝãéóôï êïéíü äéáéñÝôç.

ÈÅÌÁ 10ï Íá áðïäåé·èåß üôé ï äáêôýëéïò Z[i] ôùí áêåñáßùí ôïý Gauss åßíáé Ð.Ê.É.

---------------------------------------------------

• Íá áðáíôçèïýí ôï ðïëý 3 èÝìáôá áíÞêïíôá óå ìßá åê ôùí äýï ðáñáôéèÝìåíùí êáôçãïñéþí èåìÜôùí êáé
ôï ðïëý 2 èÝìáôá áíÞêïíôá óôçí Üëëç.

• ÊÜèå ïñèþò áðáíôçèÝí èÝìá èá ëáìâÜíåé 2 ìïíÜäåò.

• ÊáôÜ ôç äéÜñêåéá ôÞò åîåôÜóåùò ïé óçìåéþóåéò èá ðáñáìåßíïõí êëåéóôÝò.

• Åíôüò ôïý ãñáðôïý ïé åîåôáæüìåíïé ïöåßëïõí íá áíáãñÜöïõí ñçôþò óå ðïéï åê ôùí äïèÝíôùí èåìÜôùí
áðáíôïýí.

• Ç ·ñÞóç ðïëý äõóáíÜãíùóôçò ãñáöÞò Þ/êáé ìç áíáãíùñßóéìùí ìáèçìáôéêþí óõìâüëùí åíäÝ·åôáé íá
ïäçãÞóåé óå ìåßùóç ôïý âáèìïý (ëüãù áäõíáìßáò äéïñèþóåùò åê ìÝñïõò ôïý åîåôáóôïý).

• ÊáôÜ ôç äéÜñêåéá ôÞò åîåôÜóåùò äåí åðéôñÝðïíôáé óõæçôÞóåéò ìåôáîý ôùí åîåôáæïìÝíùí, áíôéãñáöÞ Þ
áäéêáéïëüãçôç õðÝñâáóç ôïý ïñéóèÝíôïò ·ñüíïõ ãéá ôçí áðÜíôçóç ôùí èåìÜôùí. (ÊÜôé ôÝôïéï èá åß·å

ùò óõíÝðåéá åéäéêÞ ìïíïãñáöÞ óçìÜíóåùò ôïý ãñáðôïý êáé óõíáêüëïõèï ìçäåíéóìü ôïõ.)

---------------------------------------------------

ÊÁËÇ ÅÐÉÔÕμÉÁ!
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