
ÐáíåðéóôÞìéï ÊñÞôçò, ÔìÞìá Ìáèçìáôéêþí Èåùñßá Äáêôõëßùí êáé Modules (M 222)

ÅîÝôáóç Éïõíßïõ 2010 ÅîåôáóôÞò: ÄçìÞôñéïò ÍôáÞò

ÈÅÙÑÇÔÉÊÁ ÈÅÌÁÔÁ

ÈÅÌÁ 1ï Íá äéáôõðùèåß ôï ëÞììá ôïý Zorn êáé íá áðïäåé·èåß ìÝóù áõôïý üôé êÜèå ãíÞóéï éäåþäåò I åíüò ìç

ôåôñéììÝíïõ äáêôõëßïõ R ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï ðåñéÝ·åôáé óå êÜðïéï ìåãéóôéêü éäåþäåò ôïý R.

ÈÅÌÁ 2ï Íá äéáôõðùèïýí ôá ôñßá èåùñÞìáôá éóïìïñöéóìþí äáêôõëßùí êáé íá ðáñáôåèåß ç áðüäåéîç åíüò åî

áõôþí.

ÈÅÌÁ 3ï Íá äéáôõðùèåß êáé íá áðïäåé·èåß ôï èåþñçìá âÜóåùò ôïý Hilbert.

ÈÅÌÁ 4ï (i) Íá áðïäåé·èåß üôé êÜèå áêåñáßá ðåñéï·Þ, ç ïðïßá äéáèÝôåé ìüíïí Ýíáí ðåðåñáóìÝíï áñéèìü éäåùäþí,

åßíáé óþìá.

(ii) Íá áðïäåé·èåß üôé êÜèå åõêëåßäåéá ðåñéï·Þ åßíáé Ð.Ê.É.

ÈÅÌÁ 5ï ¸óôù R ìéá áêåñáßá ðåñéï·Þ. Íá áðïäåé·èåß ç éóïäõíáìßá ôùí áêïëïýèùí óõíèçêþí:

(i) H R åßíáé Ð.Ì.Ð.

(ii) Ç R åßíáé ðåñéï·Þ ìå ðáñáãïíôïðïßçóç êáé êÜèå óôïé·åßï q ∈ Rr
¡
R× ∪ {0}

¢
åßíáé ðñþôï åÜí êáé

ìüíïí åÜí åßíáé áíÜãùãï.

(iii) ÊÜèå a ∈ Rr
¡
R× ∪ {0}

¢
äéáèÝôåé óýíôñïöï ðáñéóôþìåíïùò ãéíüìåíï ðåðåñáóìÝíïõ ðëÞèïõò ðñþ-

ôùí óôïé·åßùí ôÞò R.

ÈÅÌÁÔÁ ÓμÅÔÉÆÏÌÅÍÁÌÅ ÔÉÓ ÅÖÁÑÌÏÃÅÓ

ÈÅÌÁ 6ï Íá áðïäåé·èåß üôé äåí õðÜñ·ïõí ìåôáèåôéêïß äáêôýëéïé R ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï êáé
¯̄
R× ¯̄ = 5.

[Óçìåßùóç : ¸óôù (G, ·) ìéá ðåðåñáóìÝíç ðïëëáðëáóéáóôéêÞ ïìÜäá ìå ïõäÝôåñï óôïé·åßï ôçò ôï eG.Áðü

ôç Èåùñßá ÏìÜäùí åßíáé ãíùóôÜ ôá áêüëïõèá:

(i) ÅÜí Ýíá óôïé·åßï g ∈ G Ý·åé ôÜîç ord(g) =: n, ôüôå ãéám ∈ Z éó·ýåé gm = eG ⇔ n | m.

(ii) Ãéá êÜèå óôïé·åßï g ∈ G Ý·ïõìå: ord(g) | |G| .

(iii) ÅÜí |G| = p, üðïõ p êÜðïéïò ðñþôïò áñéèìüò, ôüôå ç (G, ·) åßíáé êõêëéêÞ.

Õðüäåéîç : Íá ãßíåé ·ñÞóç «åéò Üôïðïí áðáãùãÞò» êáé êáôÜëëçëç åöáñìïãÞ ôùí (i), (ii) êáé (iii) ãéá ôçí

(R×, ·).]

ÈÅÌÁ 7ï Íá áðïäåé·èïýí ôá áêüëïõèá:

(i) Z[
√
−5]/

­
7, 4−

√
−5
® ∼= Z7, (ii) Z[X] À Q[X].

ÈÅÌÁ 8ï ¸óôù n ∈ Z êáé Ýóôù In := hn,Xi ôï éäåþäåò ôïý Z [X] ôï ðáñáãüìåíï áðü ôá n êáé X.

(á) Íá áðïäåé·èåß üôé ïé áêüëïõèåò óõíèÞêåò åßíáé éóïäýíáìåò:

(i) To In åßíáé êýñéï éäåþäåò ôïý Z [X] .

(ii) n ∈ {0,±1}.

(â) Ãéá n ∈ N, n ≥ 2, íá áðïäåé·èåß üôé ïé áêüëïõèåò óõíèÞêåò åßíáé éóïäýíáìåò:

(i) To In åßíáé ìåãéóôéêü éäåþäåò ôïý Z [X] .

(ii) To In åßíáé ðñþôï éäåþäåò ôïý Z [X] .

(iii) Ï n åßíáé ðñþôïò áñéèìüò.
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ÈÅÌÁ 9ï Íá áðïäåé·èåß üôé óôçí ôåôñáãùíéêÞ áñéèìçôéêÞ ðåñéï·Þ Z[
√
−6] éó·ýïõí ôá åîÞò:

(i) Ôá óôïé·åßá 2, 5, 2−
√
−6 åßíáé áíÜãùãá áëëÜ äåí åßíáé ðñþôá.

(ii) 1 ∈ÌÊÄZ[√−6](5, 2 +
√
−6), åíþ 1 /∈

­
5, 2 +

√
−6
®
.

(iii) ÌÊÄZ[√−6](10, 4 + 2
√
−6) = ∅.

(iv) Ôï óôïé·åßï 10 ìðïñåß íá ãñáöåß ùò 10 = p1p2 = q1q2, üðïõ ôá p1, p2, q1, q2 åßíáé (äéáêåêñéìÝíá)

áíÜãùãá óôïé·åßá ôÞò Z[
√
−6] ìå pi 6∼

óõí.
qj ãéá ïéáäÞðïôå i, j ∈ {1, 2}.

[Óçìåßùóç : Áðü ôï (iii) (Þ, åíáëëáêôéêþò, áðü ôï (iv)) Ýðåôáé üôé ç Z[
√
−6] äåí åßíáé Ð.Ì.Ð.!]

ÈÅÌÁ 10ï (á) Äßäïíôáé ôá åîÞò éäåþäç ôïý äáêôõëßïõ Q [X1,X2]:

(i)
­
X21
®
, (iv)

­
X21 − 1

®
,

(ii) hX1 − 2,X2 − 3i , (v) hX1 + X2i ,
(iii)

­
X21 + 1

®
, (vi) hX1X2i .

Ðïéá åî áõôþí åßíáé ðñþôá êáé ðïéá ìåãéóôéêÜ;

(â) Äßäïíôáé ôá åîÞò óôïé·åßá ôïý äáêôõëßïõ Z2 [X1,X2,X3]:

(i) f(X1,X2,X3) := X
2
1 + X

2
2 + X

2
3,

(ii) g(X1,X2,X3) := X1X2 + X2X3 + X3X1.

Åßíáé ôá ðïëõþíõìá áõôÜ áíÜãùãá;

---------------------------------------------------

• Íá áðáíôçèïýí ôï ðïëý 3 èÝìáôá áíÞêïíôá óå ìßá åê ôùí äýï ðáñáôéèÝìåíùí êáôçãïñéþí èåìÜôùí êáé
ôï ðïëý 2 èÝìáôá áíÞêïíôá óôçí Üëëç.

• ÊÜèå ïñèþò áðáíôçèÝí èÝìá èá ëáìâÜíåé 2 ìïíÜäåò.

• Ç åîÝôáóç ·ùñßæåôáé óå äýï ìÝñç. Óôï ðñþôï ìÝñïò ôçò ïé åîåôáæüìåíïé äßäïõí ôéò áðáíôÞóåéò ìüíïí
óôá èåùñçôéêÜ èÝìáôá ôÞò åðéëïãÞò ôïõò (áðü ôá 1-5), ·ùñßò íá ·ñçóéìïðïéïýí óçìåéþóåéò Þ âéâëßá.

¾óôåñá áðü ôçí áðïðåñÜôùóç áõôÞò ôÞò äéáäéêáóßáò ðáñáäßäïõí ôéò êüëëåò ôïõò óôïí åðéôçñçôÞ êáé

(ðñïêåéìÝíïõ íá ìåôáâïýí óôï äåýôåñï ìÝñïò ôÞò åîåôÜóåùò) ëáìâÜíïõí Üëëåò êüëëåò.

• Óôï äåýôåñï ìÝñïò ïé åîåôáæüìåíïé äßäïõí ôéò áðáíôÞóåéò ìüíïí óôá èÝìáôá ôÞò åðéëïãÞò ôïõò (áðü ôá
6-10) ðïõ ó·åôßæïíôáé ìå ôéò åöáñìïãÝò, Ý·ïíôáò åê ðáñáëëÞëïõ ôç äõíáôüôçôá ·ñçóéìïðïéÞóåùò ôùí

óçìåéþóåùí ôïý äéäÜîáíôïò Þ/êáé ôùí âéâëßùí ðïõ äéåíåìÞèçóáí ãéá ôçí ðáñáêïëïýèçóç ôïý ìáèÞìáôïò.

• Åíôüò ôïý ãñáðôïý ïé åîåôáæüìåíïé ïöåßëïõí íá áíáãñÜöïõí ñçôþò óå ðïéï åê ôùí äïèÝíôùí èåìÜôùí
áðáíôïýí.

• Ç ·ñÞóç ðïëý äõóáíÜãíùóôçò ãñáöÞò Þ/êáé ìç áíáãíùñßóéìùí ìáèçìáôéêþí óõìâüëùí åíäÝ·åôáé íá
ïäçãÞóåé óå ìåßùóç ôïý âáèìïý (ëüãù áäõíáìßáò äéïñèþóåùò åê ìÝñïõò ôïý åîåôáóôïý).

• ÊáôÜ ôç äéÜñêåéá ôÞò åîåôÜóåùò äåí åðéôñÝðïíôáé óõæçôÞóåéò ìåôáîý ôùí åîåôáæïìÝíùí, áíôéãñáöÞ Þ
áäéêáéïëüãçôç õðÝñâáóç ôïý ïñéóèÝíôïò ·ñüíïõ ãéá ôçí áðÜíôçóç ôùí èåìÜôùí. (ÊÜôé ôÝôïéï èá åß·å

ùò óõíÝðåéá åéäéêÞ ìïíïãñáöÞ óçìÜíóåùò ôïý ãñáðôïý êáé óõíáêüëïõèï ìçäåíéóìü ôïõ.)

---------------------------------------------------

ÊÁËÇ ÅÐÉÔÕμÉÁ!
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