
ÐáíåðéóôÞìéï ÊñÞôçò, ÔìÞìá Ìáèçìáôéêþí ÃñáììéêÞ ¢ëãåâñá ÉIÉ (M 2211)

μåéìåñéíü ÅîÜìçíï 2011-2012, ÅîÝôáóç Éáíïõáñßïõ ÅîåôáóôÞò: ÄçìÞôñéïò ÍôáÞò

ÈÅÙÑÇÔÉÊÁÈÅÌÁÔÁ

ÈÅÌÁ 1ï Íá äéáôõðùèåß êáé íá áðïäåé·èåß ôï èåþñçìá ôùí Cayley êáé Hamilton.

ÈÅÌÁ 2ï Íá äéáôõðùèåß êáé íá áðïäåé·èåß ôï êñéôÞñéï ôñéãùíéêïðïéçóéìüôçôáò åíüò åíäïìïñöéóìïý åíüò ìç ôå-

ôñéììÝíïõ äéáíõóìáôéêïý ·þñïõ ðåðåñáóìÝíçò äéáóôÜóåùò.

ÈÅÌÁ 3ï ¸óôù ôõ·üí óþìá êáé Ýóôù  ∈ N Íá áðïäåé·èåß üôé Ýíáò Üíù ôñéãùíéêüò ðßíáêáòA ∈Mat×()

åßíáé ìçäåíïäýíáìïò åÜí êáé ìüíïí åÜí åßíáé áõóôçñþò Üíù ôñéãùíéêüò.

ÈÅÌÁ 4ï (i) ÅÜí ( h· ·i) åßíáé Ýíáò ìïíáäéáêüò ·þñïò (äçëáäÞ Ýíáò C-äéáíõóìáôéêüò ·þñïò ìå åóùôåñéêü ãéíü-

ìåíï), íá áðïäåé·èåß ç áíéóïúóüôçôá ôùí Cauchy êáé Schwarz:¯̄­
vv

0®¯̄ ≤ kvk · °°v0°°  ∀(vv0) ∈  × 

Ðüôå éó·ýåé áõôÞ ùò éóüôçôá;

(ii) ÅÜí ( h· ·i) åßíáé Ýíáò åõêëåßäåéïò ·þñïò (äçëáäÞ Ýíáò R-äéáíõóìáôéêüò ·þñïò ìå åóùôåñéêü ãéíü-

ìåíï) äéáóôÜóåùò  ∈ N êáé v1    v ∈  üðïõ ≤  íá áðïäåé·èåß çáíéóïúóüôçôá ôïýHadamard:

Vol(v1    v) ≤
Y
=1

kvk 

Ðüôå éó·ýåé áõôÞ ùò éóüôçôá;

ÈÅÌÁ 5ï ¸óôù  Ýíá óþìá êáé Ýóôù ( h· ·i) Ýíáò -äéáíõóìáôéêüò ·þñïò ðåðåñáóìÝíçò äéáóôÜóåùò ìå åóù-

ôåñéêü ãéíüìåíï. Íá áðïäåé·èåß ôï èåþñçìá ôïý Riesz, Þôïé üôé ç áðåéêüíéóç

Θ :  −→ 

:= Hom() v 7−→ Θ (v) := v

üðïõ v(w) := hwvi  ∀w ∈  åßíáé áìöéññéðôéêÞ.

ÈÅÌÁÔÁÓμÅÔÉÆÏÌÅÍÁÌÅ ÔÉÓ ÅÖÁÑÌÏÃÅÓ

ÈÅÌÁ 6ï (i) ¸óôù  ∈ N êáé ÝóôùA ∈Mat×(R) Íá áðïäåé·èåß üôé ãéá ïéïõóäÞðïôå   ∈ R éó·ýåé ç éóüôçôá

det((A− I)
2
+ 

2
I) = det

Ã
A

Ã
 −
 

!!


üðïõA(X) ∈ R[X] åßíáé ôï ·áñáêôçñéóôéêü ðïëõþíõìï ôïýA

(ii) ¸óôù ()∈N0 ∈ R
N0 ç áêïëïõèßá ðñáãìáôéêþí áñéèìþí, ïé üñïé ôÞò ïðïßáò éêáíïðïéïýí ôéò óõí-

èÞêåò

0 = 2 1 = 8 +
√
7  =

√
3−1 + 5−2  ≥ 2

Êáôüðéí êáôÜëëçëçò óõó·åôßóåùò ôïý ðßíáêáU :=
¡


−1

¢
ìå êÜðïéá äýíáìç ôïý ðßíáêá

A :=

Ã √
3 5

1 0

!
∈Mat2×2(R)

íá ðñïóäéïñéóèïýí åðáêñéâþò üëïé ïé üñïé  ôÞò åí ëüãù áêïëïõèßáò.
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ÈÅÌÁ 7ï Íá áðïäåé·èåß üôé ï ðßíáêáò

A :=

⎛⎝ 3 0 −2
−2 0 1

2 1 0

⎞⎠ ∈Mat3×3(Q)

åßíáé ôñéãùíéêïðïéÞóéìïò êáé íá ðñïóäéïñéóèåß Ýíáò P ∈ GL3(Q) þóôå ï P · A · P−1 íá åßíáé Üíù

ôñéãùíéêüò.

ÈÅÌÁ 8ï Íá ðñïóäéïñéóèåß ç -ïóôÞ äýíáìçA ôïý ðßíáêá

A :=

⎛⎝ 1 1 0

−1 3 0

−1 1 2

⎞⎠ ∈Mat3×3(Q)

ãéá êÜèå  ∈ N [Õðüäåéîç. Íá ðñïóäéïñéóèåß åí ðñþôïéò ç äéåõèåôçìÝíç ìïñöÞ Jordan ôïýA]

ÈÅÌÁ 9ï (i) Åðß ôïý ôñéóäéÜóôáôïõR-äéáíõóìáôéêïý ·þñïõ

R[X]≤2 := {(X) ∈ R[X]|deg ((X)) ≤ 2}

ïñßæåôáé ôï åóùôåñéêü ãéíüìåíï

R[X]≤2 × R[X]≤2 3 ((X) (X)) 7−→ h(X) (X)i :=
Z 1

0

()() ∈ R

Íá ðñïóäéïñéóèåß åðáêñéâþò (ìÝóù ôÞò ìåèüäïõ ôùí Gram êáé Schmidt) ç ïñèïêáíïíéêÞ âÜóç ôïý

R[X]≤2 ðïõ êáôáóêåõÜæåôáé åêêéíþíôáò áðü ôç óõíÞèç âÜóç ôïõB := {1XX2}
(ii) ¸óôù  ∈ N Íá áðïäåé·èåß üôé ç áðåéêüíéóç

Mat×(C)×Mat×(C) 3 (AB) 7−→ hABi := tr(A ·B∗) ∈ C

üðïõ B∗ := (B)|  áðïôåëåß Ýíá åóùôåñéêü ãéíüìåíï (äçëáäÞ ìéá åñìéôéáíÞ, èåôéêþò ïñéóìÝíç çìßïëç

ìïñöÞ) åðß ôïýMat×(C) êáé üôé ç óõíÞèçò âÜóç

E := {E | 1 ≤   ≤ } (E := ()1≤≤  ∀ ( ) ∈ {1     } × {1     })

ôïýMat×(C) åßíáé ïñèïêáíïíéêÞ ùò ðñïò áõôü ôï h· ·i 

ÈÅÌÁ 10ï ¸óôù ( h· ·i) Ýíáò åõêëåßäåéïò ·þñïò (äçëáäÞÝíáòR-äéáíõóìáôéêüò ·þñïò ìå åóùôåñéêü ãéíüìåíï) êáé
Ýóôù  Ýíáò ãñáììéêüò õðü·ùñïò áõôïý äéáóôÜóåùò  ∈ N ÅÜí {u1    u} åßíáé ìéá ïñèïêáíïíéêÞ

âÜóç ôïý êáé  :  −→  ç áðåéêüíéóç ç ïñéæüìåíç ìÝóù ôïý ôýðïõ

(v) := 2

Ã
X
=1

huviu
!
− v ∀v ∈ 

(i) íá áðïäåé·èåß üôé  ∈ EndR( )

(ii) íá áðïäåé·èåß üôé h(v) (v0)i = hvv0i  ∀(vv0) ∈  ×  êáé

(iii) íá äïèåß ç ãåùìåôñéêÞ åñìçíåßá ôÞò  óôçí ðåñßðôùóç üðïõ  = R3

 = Lin({u1u2}) u1 = e[3]1  u2 = e
[3]

2 

êáé h· ·i ôï óýíçèåò åóùôåñéêü ãéíüìåíï.

---------------------------------------------------
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• Íá áðáíôçèïýí ôï ðïëý 3 èÝìáôá áíÞêïíôá óå ìßá åê ôùí äýï ðáñáôéèÝìåíùí êáôçãïñéþí èåìÜôùí êáé
ôï ðïëý 2 èÝìáôá áíÞêïíôá óôçí Üëëç.

• ÊÜèå ïñèþò áðáíôçèÝí èÝìá èá ëÜâåé 2 ìïíÜäåò. (Ôá õðïåñùôÞìáôá ôùí èåìÜôùí 4, 6, 9 êáé 10 åßíáé
âáèìïëïãéêþò éóïâáñÞ).

• ÊáôÜ ôç äéÜñêåéá ôÞò åîåôÜóåùò óçìåéþóåéò êáé âéâëßá èá ðáñáìåßíïõí êëåéóôÜ.

• Åíôüò ôïý ãñáðôïý ïé åîåôáæüìåíïé ïöåßëïõí íá áíáãñÜöïõí ñçôþò óå ðïéï åê ôùí äïèÝíôùí èåìÜôùí
áðáíôïýí.

• Ç ·ñÞóç ðïëý äõóáíÜãíùóôçò ãñáöÞò Þ/êáé ìç áíáãíùñßóéìùí ìáèçìáôéêþí óõìâüëùí åíäÝ·åôáé íá
ïäçãÞóåé óå ìåßùóç ôïý âáèìïý (ëüãù áäõíáìßáò äéïñèþóåùò åê ìÝñïõò ôïý åîåôáóôïý).

• ÊáôÜ ôç äéÜñêåéá ôÞò åîåôÜóåùò äåí åðéôñÝðïíôáé óõæçôÞóåéò ìåôáîý ôùí åîåôáæïìÝíùí, áíôéãñáöÞ Þ
áäéêáéïëüãçôç õðÝñâáóç ôïý ïñéóèÝíôïò ·ñüíïõ ãéá ôçí áðÜíôçóç ôùí èåìÜôùí. (ÊÜôé ôÝôïéï èá åß·å

ùò óõíÝðåéá åéäéêÞ ìïíïãñáöÞ óçìÜíóåùò ôïý ãñáðôïý êáé óõíáêüëïõèï ìçäåíéóìü ôïõ.)

---------------------------------------------------

ÊÁËÇ ÅÐÉÔÕμÉÁ!
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