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ÈÅÙÑÇÔÉÊÁ ÈÅÌÁÔÁ

ÈÅÌÁ 1ï ¸óôù K Ýíá óþìá êáé Ýóôù V Ýíáò K-äéáíõóìáôéêüò ·þñïò. ÅÜí ∅ 6= B ⊆ V, íá áðïäåé·èåß üôé ïé

áêüëïõèåò óõíèÞêåò åßíáé éóïäýíáìåò:

(i) To B åßíáé ìéá âÜóç ôïý V .

(ii) Ôá óôïé·åßá ôïý B óõãêñïôïýí Ýíá åëá·éóôéêü óýóôçìá ãåííçôüñùí ôïý V, äçëáäÞ Lin(B) = V êáé

ãéá êÜèå C $ B Ý·ïõìå Lin(C) $ V.

(iii) Ôï B åßíáé Ýíá ìåãéóôéêü ãñáììéêþò áíåîÜñôçôï õðïóýíïëï ôïý V , äçëáäÞ êÜèå õðïóýíïëï A ôïý

V ìå B $ A åßíáé ãñáììéêþò åîáñôçìÝíï.

(iv) ÊÜèå v ∈ V ãñÜöåôáé êáôÜ ôñüðo ìïíáäéêü ùò ãñáììéêüò óõíäõáóìüò óôïé·åßùí ôïý B.

ÈÅÌÁ 2ï ¸óôù üôé ïé V,W åßíáéK-äéáíõóìáôéêïß ·þñïé (K ôõ·üí óþìá) ìå ôïí V ìç ôåôñéììÝíï êáé üôé ôï B ⊆ V

åßíáé ìéá âÜóç ôïý V. Íá áðïäåé·èåß üôé ãéá ïéáäÞðïôå áðåéêüíéóç θ : B −→W õößóôáôáé áêñéâþò Ýíáò

ïìïìïñöéóìüò f ∈HomK(V,W ) ìå f |B = θ.

ÈÅÌÁ 3ï Íá äéáôõðùèåß ôï èåþñçìá ìåôáöïñÜò ïìïìïñöéóìïý óå åðßðåäï ðçëéêï·þñùí êáé íá áðïäåé·èåß ìÝóù

áõôïý ôï 2ï èåþñçìá éóïìïñöéóìþí (K-äéáíõóìáôéêþí ·þñùí, üðïõK ôõ·üí óþìá).

ÈÅÌÁ 4ï ¸óôùK Ýíá óþìá. ÅÜí ïé V,W åßíáé K-äéáíõóìáôéêïß ·þñïé ðåð. äéáóôÜóåùò êáé f ∈ HomK(V,W ),

íá áðïäåé·èåß üôé rank(f>) = rank(f).

ÈÅÌÁ 5ï Íá äéáôõðùèåß êáé íá áðïäåé·èåß ôï èåþñçìá ôùí Cayley êáé Hamilton (ãéá ôåôñáãùíéêïýò ðßíáêåò).

ÈÅÌÁÔÁ ÓμÅÔÉÆÏÌÅÍÁÌÅ ÔÉÓ ÅÖÁÑÌÏÃÅÓ

ÈÅÌÁ 6ï (i) Äßäïíôáé ïé ãñáììéêïß õðü·ùñïé

U1 := Lin({(1, 0, 1, 2), (1, 1, 0, 3)}), U2 := Lin({(1,−1, 1, 1), (4, 0, 1, 1)}

ôïý R-äéáíõóìáôéêïý ·þñïõ R4. Åßíáé áëçèÝò üôé U1 + U2 = U1 ⊕ U2 = R4;

(ii) Íá áðïäåé·èåß üôé ôï óýíïëï

U :=

(
(x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn

¯̄̄̄
¯

nX
i=1

xi = 0

)
, n ∈ N, n ≥ 2,

åßíáé Ýíáò ãñáììéêüò õðü·ùñïò ôïý R-äéáíõóìáôéêïý ·þñïõ Rn êáé íá ðñïóäéïñéóèåß ìéá âÜóç ôïõ.

ÈÅÌÁ 7ï ¸óôùK Ýíá óþìá.

(i) ÅÜí ïé V,W åßíáéK-äéáíõóìáôéêïß ·þñïé, f ∈HomK(V,W ) êáé Z Ýíáò ãñáììéêüò õðü·ùñïò ôïýW,

íá áðïäåé·èïýí ôá åîÞò:

(á) dimK(f
−1(Z)) = dimK(Ker(f)) + dimK(Z ∩ Im(f)).

(â) ÅÜí áìöüôåñïé ïé V,W Ý·ïõí ðåðåñáóìÝíç äéÜóôáóç, ôüôå

codimK(f
−1(Z);V ) = codimK(Z;W )− codimK(Z + Im(f);W ).

(ii) ÅÜí ïé U,U 0 åßíáé ãñáììéêïß õðü·ùñïé åíüòK-äéáíõóìáôéêïý ·þñïõ V, íá áðïäåé·èåß üôé¡
U + U 0¢ /(U ∩ U 0) ∼=

¡¡
U + U 0¢ /U¢× ¡¡U + U 0¢ /U 0¢ .
1



ÈÅÌÁ 8ï Äßäïíôáé ïé ïìïìïìïñöéóìïß f : R[X]≤3 −→ R, ϕ (X) 7−→ f(ϕ (X)) :=
R 1
−1 ϕ (x) dx, êáé

h : R[X]≤3 −→ R3, ϕ (X) 7−→ h(ϕ (X)) := (ϕ(−1), ϕ(0), ϕ(1)) ,

üðïõ R[X]≤3 := {ϕ (X) ∈ R[X]|deg(ϕ (X)) ≤ 3} .
(i) Íá ðñïóäéïñéóèïýí ïé ðßíáêåò ðáñáóôÜóåùòMB

E0(f),M
B
E (h) ôùí f êáé h, üðïõ

B :=
¡
1,X,X2,X3

¢
, E 0 := {1}, E := ((1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)) .

(ii) Íá áðïäåé·èåß üôé Ker(h) $ Ker(f).

(iii) Íá äïèåß ï ôýðïò ïñéóìïý ôÞò ìïíáäéêÞò ãñáììéêÞò ìïñöÞò g ∈
¡
R3
¢

ãéá ôçí ïðïßá éó·ýåé g◦h = f.

ÈÅÌÁ 9ï (i) ¸óôùK Ýíá óþìá. Äßäåôáé Ýíáò êÜôù ôñéãùíéêüò ðßíáêáò

A =

⎛⎜⎝ a11 0K 0K

a21 a22 0K

a31 a32 a33

⎞⎟⎠ ∈Mat3×3(K)

ãéá ôïí ïðïßï éó·ýåé a11 6= a22 = a33. Ðüôå åßíáé ïA äéáãùíéïðïéÞóéìïò õðåñÜíù ôïýK;

(ii) Ðüôå åßíáé Ýíáò ðßíáêáòA =

Ã
a11 a12

a21 a22

!
∈Mat2×2(R) ôñéãùíéêïðïéÞóéìïò õðåñÜíù ôïý R;

ÈÅÌÁ 10ï ¸óôù n Ýíáò öõóéêüò áñéèìüò ≥ 2 êáé Ýóôù∆n := det(An) ç ïñßæïõóá ôïý ðßíáêá

An :=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 −4 0 0 · · · 0

5 1 −4 0 · · · 0

0 5 1 −4 · · ·
...

... · · ·
. . .

. . .
. . . 0

0 · · · 0 5 1 −4
0 · · · 0 0 5 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
∈Matn×n(Q).

Íá ðñïóäéïñéóèåß (åðáêñéâþò) ç ôéìÞ ôÞò∆n. [Õðüäåéîç. ÅÜíRn :=
¡

∆n
∆n−1

¢
, ôüôå ãéá ôïí ðñïóäéïñéóìü

ôÞò ôéìÞò ôÞò ∆n åßíáé äõíáôüí íá ·ñçóéìïðïéçèåß ç äéáãùíéïðïéçóéìüôçôá ôïý ðßíáêá B ∈Mat2×2(Q)
ãéá ôïí ïðïßï éó·ýåéRn = B ·Rn−1.]

---------------------------------------------------

• Íá áðáíôçèïýí ôï ðïëý 3 èÝìáôá áíÞêïíôá óå ìßá åê ôùí äýï ðáñáôéèÝìåíùí êáôçãïñéþí èåìÜôùí êáé
ôï ðïëý 2 èÝìáôá áíÞêïíôá óôçí Üëëç.

• ÊÜèå ïñèþò áðáíôçèÝí èÝìá èá ëáìâÜíåé 2 ìïíÜäåò. (Ôá õðïåñùôÞìáôá ôùí èåìÜôùí 6, 7, 8 êáé 9 åßíáé
âáèìïëïãéêþò éóïâáñÞ).

• ÊáôÜ ôç äéÜñêåéá ôÞò åîåôÜóåùò óçìåéþóåéò êáé âéâëßá èá ðáñáìåßíïõí êëåéóôÜ.

• Åíôüò ôïý ãñáðôïý ïé åîåôáæüìåíïé ïöåßëïõí íá áíáãñÜöïõí ñçôþò óå ðïéï åê ôùí äïèÝíôùí èåìÜôùí
áðáíôïýí.

• Ç ·ñÞóç ðïëý äõóáíÜãíùóôçò ãñáöÞò Þ/êáé ìç áíáãíùñßóéìùí ìáèçìáôéêþí óõìâüëùí åíäÝ·åôáé íá
ïäçãÞóåé óå ìåßùóç ôïý âáèìïý (ëüãù áäõíáìßáò äéïñèþóåùò åê ìÝñïõò ôïý åîåôáóôïý).

• ÊáôÜ ôç äéÜñêåéá ôÞò åîåôÜóåùò äåí åðéôñÝðïíôáé óõæçôÞóåéò ìåôáîý ôùí åîåôáæïìÝíùí, áíôéãñáöÞ Þ
áäéêáéïëüãçôç õðÝñâáóç ôïý ïñéóèÝíôïò ·ñüíïõ ãéá ôçí áðÜíôçóç ôùí èåìÜôùí. (ÊÜôé ôÝôïéï èá åß·å

ùò óõíÝðåéá åéäéêÞ ìïíïãñáöÞ óçìÜíóåùò ôïý ãñáðôïý êáé óõíáêüëïõèï ìçäåíéóìü ôïõ.)

---------------------------------------------------

ÊÁËÇ ÅÐÉÔÕμÉÁ!
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