
ÐáíåðéóôÞìéï ÊñÞôçò, ÔìÞìá Ìáèçìáôéêþí ÁëãåâñéêÞ Ôïðïëïãßá - Ïìïëïãßá (Ã 21)

ÅîÝôáóç Öåâñïõáñßïõ 2008 ÅîåôáóôÞò: ÄçìÞôñéïò ÍôáÞò

ÈÅÌÁÔÁ

ÈÅÌÁ 1ï (i) ¸óôù X ôõ·þí ôïðïëïãéêüò ·þñïò êáé Ýóôù Y õðü·ùñïò ôïý åõêëåéäåßïõ ôïðïëïãéêïý ·þñïõ Rn,
n ≥ 1. ÅÜí ïé f, g : X −→ Y åßíáé äõï óõíå·åßò áðåéêïíßóåéò, ôÝôïéåò þóôå ïé åéêüíåò f(x) êáé g(x) ôïý
x ìÝóù ôùí f, g íá åßíáé óõíäÝóéìåò ìÝóù åíüò åõèõãñÜììïõ ôìÞìáôïò êåéìÝíïõ êáè' ïëïêëçñßáí åíôüò
ôïý Y ãéá êÜèå x ∈ X, íá áðïäåé·èåß (ìå êÜèå ëåðôïìÝñåéá) üôé f ' g.

(ii) ÅÜí ïX åßíáé ôõ·þí ôïðïëïãéêüò ·þñïò, ï n Ýíáò öõóéêüò áñéèìüò≥ 2 êáé ïé f, g : X −→ Sn−1 äõï
óõíå·åßò áðåéêïíßóåéò, ôÝôïéåò þóôå íá éó·ýåé f(x) 6= −g(x), ∀x ∈ X, íá áðïäåé·èåß üôé f ' g.

(iii) ÅÜíX = S1 ⊂ C êáé
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üðïõ n Ýíáò öõóéêüò áñéèìüò ≥ 1, íá áðïäåé·èåß üôéX ' Y, ðáñüôéX 6≈ Y.

(iv) ÅÜí ôïX :=
©
(x, y) ∈ R2 ¯̄− 1 ≤ x ≤ 1, y = 0ª∪© (x, y) ∈ R2 ¯̄ x = 0,−1 ≤ y ≤ 1ª åßíáé ôï «ó·Þìá

ôïý óôáõñïý» (åöïäéáóìÝíï ìå ôç óõíÞèç ôïðïëïãßá ôçí åðáãïìÝíç áðü åêåßíçí ôïý åõêëåéäåßïõ åðé-

ðÝäïõ R2) êáé ôï Y := R2rX ôï óõìðëÞñùìÜ ôïõ, íá áðïäåé·èåß üôé Y ' S1.

ÈÅÌÁ 2ï (i) Íá áðïäåé·èåß üôé ç èåìåëéþäçò ïìÜäá ïéáóäÞðïôå äñïìïóõíåêôéêÞò ôïðïëïãéêÞò ïìÜäáò åßíáé áâå-

ëéáíÞ.

(ii) Íá áðïäåé·èåß üôé ç ìüíç óõíåêôéêÞ êëåéóôÞ åðéöÜíåéá, ç ïðïßá öÝñåé ôç äïìÞ ìéáò ôïðïëïãéêÞò

ïìÜäáò, åßíáé ï äéóäéÜóôáôïò ôüñïò T2. (Ðñâë. 4.4.43, óåë. 295.)

ÈÅÌÁ 3ï Íá áðïäåé·èåß üôé ãéá êÜèå öõóéêü áñéèìü n ≥ 1 êáé êÜèå áêÝñáéï áñéèìü m õðÜñ·åé ìéá óõíå·Þò

áðåéêüíéóç f : Sn −→ Sn ìå deg(f) = m. (Õðüäåéîç : Ãéá n = 1,m ∈ Z, ç C ⊃ S1 3 z 7−→ zm ∈ S1 ⊂ C
åßíáé ìéá óõíå·Þò áðåéêüíéóç âáèìïým. Ãéá n ≥ 2 õðÜñ·åé ç äõíáôüôçôá ·ñÞóåùò ðëÞñïõò åðáãùãÞò

åðß ôïý n.)

ÈÅÌÁ 4ï ÅÜí ãéá j = 1, 2 ïé fj : Skj /→ Sn (n ≥ 1) åßíáé ôïðïëïãéêÝò åìöõôåýóåéò óöáéñþí åíôüò ôÞò Sn ìå
0 ≤ k1, k2 ≤ n− 1, íá õðïëïãéóèïýí ïé ïìÜäåò ïìïëïãßáò

Hsing
q (Snr(f1(Sk1) ∪ f2(Sk2));Z), q ∈ Z,

õðü ôçí ðñïûðüèåóç üôé ç ôïìÞ f1(Sk1) ∩ f2(Sk2) áðïôåëåßôáé áðü Ýíá êáé ìüíïí óçìåßï.

ÈÅÌÁ 5ï ¸óôùR Ýíáò ìåôáèåôéêüò äáêôýëéïò ìå ìïíáäéáßï ðïëëáðëáóéáóôéêü óôïé·åßï êáé Ýóôù n Ýíáò öõóéêüò
áñéèìüò ≥ 1. ÅÜí ïñéóèåß ç ìïíïóçìåéáêÞ Ýíùóç

Sn ∨ Sn := (Sn × {P+}) ∪ ({P+} × Sn) ⊂ Sn × Sn ⊂ Rn+1 × Rn+1

äýï áíôéôýðùí ôÞò n-äéÜóôáôçò óöáßñáò ìÝóù ôïý âïñåßïõ ðüëïõ P+ := (0, 0, . . . , 0, 1) ∈ Sn, íá õðï-
ëïãéóèïýí ïé ìüäéïé ïìïëïãßáò

Hsing
q (Sn ∨ Sn;R), q ∈ Z.
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ÈÅÌÁ 6ï Íá õðïëïãéóèïýí ïé áêüëïõèåò ïìÜäåò ïìïëïãßáò:

(i)Hsing
q (PmR × PnR;Z), q ∈ Z, m, n ∈ N,

(ii) Hsing
q (PmH × L2n−1(p; q1, . . . , qn);Zp), q ∈ Z, m, n ∈ N, üðïõ p Ýíáò ðñþôïò áñéèìüò ≥ 2 êáé ïé

q1, . . . , qn öõóéêïß áñéèìïß ≤ p.

ÈÅÌÁ 7ï ¸óôùK Ýíá ìïíïðëåêôéêü óýìðëåãìá. Ï áñéèìüò Lefschetz Λ (f) ∈ Z ïéáóäÞðïôå êõôôáñéêÞò áðåéêï-
íßóåùò f : |K| −→ |K| ìðïñåß íá ïñéóèåß ùò åîÞò:

Λ (f) :=
X
q≥0

(−1)q trace(Hsimpl
q (f) : Hsimpl

q (|K| ;Q) −→ Hsimpl
q (|K| ;Q)).

ÓçìåéùôÝïí üôé ãéá êÜèå q ≥ 0 õðÜñ·åé âÜóç ôïýHsimpl
q (|K| ;Q), ôÝôïéá þóôå ï áíôßóôïé·ïò ðßíáêáò ôïý

åíäïìïñöéóìïýHsimpl
q (f) íá äéáèÝôåé ìüíïí áêÝñáéåò åããñáöÝò. Äïèåßóáò ìéáò ôÝôïéáò f (êáé óõìâïëß-

æïíôáò ãéá êÜèå n ∈ N ùò fn ôç óýíèåóç ôÞò f ìå ôïí åáõôü ôçò n öïñÝò) íá áðïäåé·èïýí ôá áêüëïõèá:

(i) ÅÜí ï p åßíáé Ýíáò ðñþôïò áñéèìüò ≥ 2, ôüôå

Λ (fp) ≡ Λ (f) (mod p).

(ii) ÅÜí ï |K| åßíáé óõíåêôéêüò êáé ç fn ìçäåíïïìïôïðéêÞ ãéá êÜðïéïí n ∈ N, ôüôå ç f äéáèÝôåé (ôïõëÜ-
·éóôïí Ýíá) óôáèåñü óçìåßï.

(iii) ÅÜí ï |K| åßíáé óõíåêôéêüò, ç f óôåñåßôáé óôáèåñþí óçìåßùí êáé fp = Id|K| ãéá êÜðïéïí ðñþôï
áñéèìü p ≥ 2, ôüôå

χ (|K|) ≡ 0(mod p).

—————————————————

• Íá áðáíôçèïýí ôï ðïëý 5 èÝìáôá.

—————————————————

ÊÁËÇ ÅÐÉÔÕμÉÁ!
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