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ÈÅÌÁÔÁ

ÈÅÌÁ 1ï ¸óôù k ôõ·üí óþìá êáé Ýóôù n Ýíáò áêÝñáéïò ≥ 3. Íá ðñïóäéïñéóèïýí ïé áíÜãùãåò óõíéóôþóåò ôïý
óõó·åôéêïý áëãåâñéêïý óõíüëïõ

V = V(X1X3,X2X4, . . . ,Xn−2Xn) ⊂ Ank.

ÈÅÌÁ 2ï ÅÜí ôï k åßíáé Ýíá áëãåâñéêþò êëåéóôü óþìá, íá áðïäåé·èåß üôé ôï åõèý Üèñïéóìá Γ(V1)⊕Γ(V2) ôùí äá-

êôõëßùí óõíôåôáãìÝíùí äõï óõó·åôéêþí áëãåâñéêþí óõíüëùí V1 êáé V2 åßíáé éóüìïñöï ìå ôïí äáêôýëéï

óõíôåôáãìÝíùí Γ(V ) åíüò óõó·åôéêïý áëãåâñéêïý óõíüëïõ V.

ÈÅÌÁ 3ï ¸óôù V = V(Y2 − X3) ⊂ A2C ç ðáñáâïëÞ ôïý Neil. Íá ðñïóäéïñéóèïýí ôá óýíïëá ðüëùí Pol(f) êáé

Pol
¡
f2
¢
, üðïõ f = Y

X
∈ k(V ).

ÈÅÌÁ 4ï ¸óôù k Ýíá áëãåâñéêþò êëåéóôü óþìá. Íá áðïäåé·èïýí äéáäï·éêþò ôá áêüëïõèá:

(i) ÅÜí ôï F ∈ k [X0, . . . ,Xn] åßíáé Ýíá ïìïãåíÝò ðïëõþíõìï êáé o i ∈ {0, . . . , n} Ýíáò äåßêôçò ãéá ôïí
ïðïßï éó·ýåé Xi - F, ôüôå ôï F åßíáé áíÜãùãï åÜí êáé ìüíïí åÜí ôï F (X0, . . . ,Xi−1, 1k,Xi+1, . . . ,Xn)
(Þôïé ç áðïïìïãåíïðïßçóç ôïý F ùò ðñïò ôç ìåôáâëçôÞ Xi) åßíáé Ýíá áíÜãùãï ðïëõþíõìï. (Õðüäåéîç :
Íá ·ñçóéìïðïéçèåß ç Üóêçóç Á-1-1.)

(ii) ÅÜí ôá F,G ∈ k [X0, . . . ,Xn] åßíáé ïìïãåíÞ ðïëõþíõìá âáèìïý d êáé d+ 1, áíôéóôïß·ùò, ôá ïðïßá
äåí äéáèÝôïõí ìç óôáèåñïýò êïéíïýò ðáñÜãïíôåò, ôüôå ôï F +G åßíáé áíÜãùãï. (Õðüäåéîç : Íá ·ñçóé-
ìïðïéçèåß «åéò Üôïðïí áðáãùãÞ».)

(iii) ÅÜí ôï óýíïëï Matn×n(k) ôùí (n × n)-ðéíÜêùí (ìå óõíôåëåóôÝò åéëçììÝíïõò áðü ôï k) ôáõôé-
óèåß ìå ôïí óõó·åôéêü ·þñï An

2

k (ìå óõíáñôÞóåéò óõíôåôáãìÝíùí ôïõ ôéò (Xij)1≤i,j≤n), ôüôå ç ïñßæïõóá
det((Xij)1≤i,j≤n) ∈ k[(Xij)1≤i,j≤n] áðïôåëåß Ýíá ïìïãåíÝò, áíÜãùãï ðïëõþíõìï êáé

I(Matn×n(k)rGL(n,k)) = hdet((Xij)1≤i,j≤n)i .

(Õðüäåéîç : Ç áíáãùãéìüôçôá Ýðåôáé ýóôåñá áðü êáôÜëëçëç ·ñÞóç ôùí (i) êáé (ii).)

(iv) Ôï óýíïëï GL(n,k) ⊂ An2k åßíáé éóüìïñöï ìå ìéá óõó·åôéêÞ ðïéêéëüôçôáW ⊂ An2+1k .

ÈÅÌÁ 5ï ¸óôù k Ýíá áëãåâñéêþò êëåéóôü óþìá êáé Ýóôù n Ýíáò áêÝñáéïò ≥ 2. Ùò óýíïëï ôùí éäéùìÜôùí ìéáò
õðåñåðéöÜíåéáòV+(F ) ⊂ Pnk (üðïõ ôïF õðïôßèåôáé üôé äåí ðåñéëáìâÜíåé áíÜãùãïõò ðáñÜãïíôåò õøù-
ìÝíïõò óå äõíÜìåéò ≥ 2) ïñßæåôáé ôï ðñïâïëéêü áëãåâñéêü óýíïëï

Sing (V+(F )) := V+

µ
F,

∂

∂X0
(F ), . . . ,

∂

∂Xn
(F )

¶
.

Íá ðñïóäéïñéóèåß ôï Sing(V+(F )) óôéò áêüëïõèåò ðåñéðôþóåéò:

(i) F = X20X
4
1 − X61 − X40X22, üðïõ n = 2, k = C.

(ii) F = Xd−10 X1 + X
d−1
1 X2 + X

d−1
2 X0, üðïõ n = 2, d ≥ 3 êáé ·áñ(k) = p ìå p | d, p 6= 3.

(iii) F =
nP
j=0

Xdj , üðïõ d ≥ 1 êáé ·áñ(k) = p ìå p - d.

ÈÅÌÁ 6ï ¸óôù k Ýíá áëãåâñéêþò êëåéóôü óþìá ìå ·áñ(k) 6= 2. Íá áðïäåé·èåß üôé êÜèå áíÜãùãç ôåôñáãùíéêÞ

ðñïâïëéêÞ õðåñåðéöÜíåéáV+(F ) ⊂ P2k åßíáé éóüìïñöç ìå ôçí ðñïâïëéêÞ åõèåßá P1k.
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ÈÅÌÁ 7ï ¸óôù k Ýíá áðåéñïðëçèÝò óþìá êáé ÝóôùF ∈ k [X0, . . . ,Xn] , n ∈ N, Ýíá ïìïãåíÝò ðïëõþíõìï âáèìïý
d ≥ 1, ôÝôïéï þóôå íá éó·ýåéV+(F ) 6= ∅. Íá áðïäåé·èåß üôé ôï (êáôÜ Zariski áíïéêôü) õðïóýíïëï

U(F ) := {[a0 : . . . : an] ∈ Pnk | F (a0, . . . , an) 6= 0k }

ôïý Pnk åßíáé éóüìïñöï ìå ìéá óõó·åôéêÞ ðïéêéëüôçôá. (Õðüäåéîç : Íá ·ñçóéìïðïéçèåß êáôáëëÞëùò ç

ðñüôáóç 3.10.7.)

—————————————————

• Íá áðáíôçèïýí ôï ðïëý 5 èÝìáôá.

—————————————————

ÊÁËÇ ÅÐÉÔÕμÉÁ!
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