
Sust mata th tropik logik 0.1 Eisagwg H tropik  logik  e�nai èna kl�do th Logik , o opo�o asqole�tai me ènnoieìpw �k�ti e�nai pijanì� kai �k�ti e�nai anagka�o�.Xekin�me d�nonta tou apara�thtou orismoÔ th tropik  logik . Opr¸to orismì afor� th tupik  gl¸ssa th tropik  logik . Me th qr shth ja fti�xoume prot�sei, ja or�soume thn ènnoia th al jeia kai twntupik¸n apode�xewn.Orismì 0.1. H gl¸ssa apotele�tai apì1. sÔmbola P0, P1, ..., pou ti lème atomikè prot�sei,2. stajerè T, F , pou antistoiqoÔn sta klassik� ”true”, ”false”,3. ¬,∧,∨,→,↔, oi klassiko� sÔndesmoi,4. 2,3, nèa sÔmbola: to sÔmbolo th anagkaiìthta kai to sÔmbolo toupijanoÔ.Exet�soume ti prot�sei mèsa se kìsmou. O orismì th al jeia, g�ne-tai anadromik�, ìpw e�dame kai sthn klassik  protasiak  kai kathgorhmatik logikh. Prin d¸soume ton orismì th al jeia, prèpei na or�soume thn ènnoiatou montèlou, sto opo�o ja exet�soume thn al jeia.Orismì 0.2. To zeÔgo M = 〈W,P 〉, kale�tai dom  (montèlo), an W e�naimia sullog  kìsmwn, kai P = (P0, P1, ....) e�nai mia akolouj�a, me Pi ⊆ W .Mia kai oi prot�sei e�nai peperasmènh akolouj�a sumbìlwn, ta peris-sìtera montèla pou ja fti�qnoume ja èqoun peperasmèno to pl jo apì Pimh ken�. 1



20.2 Orismì th al jeiaSta parak�tw, a e�nai èna kìsmo, me a ∈ W kai A mia prìtash. 'Estw
M = 〈W,P 〉, èna montèlo. Sumbol�zoume th fr�sh �h A alhjeÔei sto M� me
|=M

a A   enallaktik� me M |=a A. T¸ra ja d¸soume ton anadromikì orismìth al jeia.Orismì 0.3. 1. M |=a Pi an kai mìno an a ∈ Pi.2. M |=a T .3. Den isqÔei potè M |=a F .4. M |=a ¬A an kai mìno an den isqÔei M |=a A.5. M |=a A ∧ B an kai mìno an M |=a A kai M |=a B.6. M |=a A ∨ B an kai mìno an M |=a A   M |=a B.7. M |=a A → B an kai mìno an An M |=a A tìte M |=a B.8. M |=a A ↔ B an kai mìno an M |=a A ann M |=a B.9. M |=a 2A an kai mìno an gia k�je b ∈ W M |=b A.10. M |=a 3A an kai mìno an up�rqei b ∈ W ¸ste M |=b A.Mia prìtash A lègetai ègkurh, anM |=a A gia k�je montèloM kai k�jekìsmo a ∈ W . Tìte sumbol�zoume |= A.0.3 Basik� axi¸mataO skopì ma se aut  th par�grafo e�nai na doÔme poie prot�sei e�naiègkure. Orismène prot�sei èqoun idia�terh qr sh sthn tropik  logik .Autè loipìn ja èqoun ìnoma. Xekin�me me th prìtash
T. 2A → A.Ja de�xoume ìti h prìtash aut  e�nai ègkurh. 'Estw M tuqa�o montèlokai kìsmo a ∈ W ¸ste M |=a 2A. 'Ara gia k�je b ∈ W M |=b A. Dhlad kai gia a = b. 'Etsi M |=a A. Kat� sunèpeia h prìtash T e�nai ègkurh.



0.4. SQ'ESH TROPIK'HS ME KLASSIK'H LOGIK'H 3
5. 3A → 23A.H prìtash aut  lèei pw an k�ti e�nai pijanì, tìte e�nai kai anagka�apijanì. ja de�xoume pw kai aut  e�nai ègkurh. 'Estw M tuqa�o montèlo kaikìsmo a ∈ W ¸ste M |=a 3A. Tìte up�rqei b ∈ W ¸ste M |=b A. 'Ara

M |=b 3A, kai autì ofe�letai sthn anexarths�a tou epilegìmenou kìsmou.Opìte M |=a 23A.Suneq�zoume me mia l�sta apì axi¸mata, th shmas�a twn opo�wn ja taanalÔsoume sti epìmene paragr�fou.
K. 2(A → B) → (2A → 2B)

4. 2A → 22A

D. 2A → 3A

B. A → 23A

H. 2(2A → B) ∨ (2B → A)

G. 32A → 23A

Df3. 3A ↔ ¬2¬APar�deigma 0.4. Exet�ste an h prìtash A → 2A e�nai ègkurh.Apìdeixh. H prìtash den e�nai ègkurh. 'Estw a kai b, dÔo diaforetiko� kosmoi.Jètoume W= { a,b }, Pn = {α}, gia k�je n ≥ 0. Tìte sto M = W,P isqÔei
M |=α P00.4 Sqèsh tropik  me klassik  logik H tropik  logik  e�nai mia epèktash th klassik  logik . K�je prìtashpou alhjeÔei sthn klassik , ep�sh alhjeÔei sthn tropik . O kÔrio lìgoe�nai pw den all�zoume th logik  twn sundèsmwn. Dhlad  h ermhne�a poud�noume stou gnwstoÔ sundèsmou e�nai �dia me th klassik . 'Etsi, an A



4e�nai tautolog�a, me th klassik  ènnoia (dhlad  o p�naka al jeia èqei sek�je gramm  1), tìte |= A. Sumbol�zoume me PL to sÔnolo twn klassik¸nprotasiak¸n tautologi¸n0.5 Tupikè apode�xei kai pla�siaMia tupik  apìdeixh th prìtash A apì sÔnolo upojèsewn T e�nai pepera-smènh akolouj�a prot�sewn A1, ..., An, ¸ste se k�je b ma e�te Ai ∈ T e�te
Ai e�nai ax�wma tou sust mato sto opo�o k�noume thn tupik  apìdeixh, e�te
Ai proèrqetai apì efarmog  k�poiou kanìna sta parap�nw Aj, me j < i.Oi dÔo basiko� kanìne e�nai

MP. An A → B kai A tìte B

RN. An A tìte 2ALème pw ma prìtash e�nai je¸rhma tou sust mato, an up�rqei tupik apìdeixh qwr� upojèsei, par� mìno apì ta axi¸mata tou sust mato.Par�deigma 0.5. Na de�xete ìti h prìtash T3. A → 3A e�nai tupikìje¸rhma tou sust mato T + Df3.Apìdeixh. 1. 2¬A → ¬A, T2. A → ¬2¬A, 1. PL (antijetoanastrof )3. 3A ↔ ¬2¬A Df3.4. A → 3A 2., 3. PLSe analog�a me th klassik  logik , kai sthn tropik  èqome th plhrìthta.All� gia na susqet�soume ti tupikè apode�xei me exètash al jeia ja prèpeina eis�goume thn ènnoia tou plais�ou.Orismì 0.6. 'Estw W sullog  apì kìsmou kai E sqèsh p�nw sto W .Th tri�da W,E,P , ìpou P ìpw kai prin, lègetai pla�sio. An�loga me tiidiìthte th E, qarakthr�zetai kai to pla�sio. Gia par�deigma an E e�naisummetrik , tìte kai to pla�sio lègetai smmetrikì.To montèlo pou or�same sthn arq , den e�nai par� mìno eidik  per�ptwshtou plais�ou, ìpou k�je dÔo kìsmoi sqet�zonta.O orismì al jeia sto pla�sio den all�zei, gia (1)- (8) tou orismoÔ 0.3.All�zei ìmw kai to (9) kai to (10) w ex :



0.6. QARAKTHRISM'OS PLAIS'IWN KAI PLHR'OTHTA 5
• M |=a 2A an kai mìno an gia k�je b ∈ W me (a, b) ∈ E, M |=b A.
• M |=a 3A an kai mìno an up�rqei b ∈ W me (a, b) ∈ E, ¸ste M |=b A.Par�deigma 0.7. JewroÔmeW = {a0, a1, a2}, E = {(a0, a0), (a0, a1), (a1, a1), (a1, a2), (a2, a2)},

P0 = {a0, a1}. Tìte a0 |= 2P0, a1¬ |= 2P0, a0¬ |= 22P0.0.6 Qarakthrismì plais�wn kai plhrìthtaD�noume th parak�tw l�sta me ti idiìthte th E.1. E e�nai anaklastik  an isqÔei ∀a ∈ W (a, a) ∈ E2. E e�nai metabatik  an isqÔei ∀a, b, c ∈ W (a, b), (b, c) ∈ E ⇒ (a, c) inE3. E e�nai seiriak  an isqÔei ∀a ∈ W∃b ∈ W (a, b) ∈ E4. E e�nai summetrik  an isqÔei ∀a, b ∈ W (a, b) ∈ E ⇒ (b, a) inE5. E e�nai eukle�deia an isqÔei ∀a, b, c ∈ W (b, a), (c, a) ∈ E ⇒ (b, c) inEJe¸rhma 0.8. • Mia prìtash A e�nai tupikì je¸rhma sto K an kaimìno an A isqÔei se k�je pla�sio.
• Mia prìtash A e�nai tupikì je¸rhma sto T an kai mìno an A isqÔei sek�je anaklastikì pla�sio.
• Mia prìtash A e�nai tupikì je¸rhma sto 4 an kai mìno an A isqÔei sek�je metabatikì pla�sio.
• Mia prìtash A e�nai tupikì je¸rhma sto D an kai mìno an A isqÔei sek�je seiriakì pla�sio.
• Mia prìtash A e�nai tupikì je¸rhma sto B an kai mìno an A isqÔei sek�je summetrikì pla�sio.
• Mia prìtash A e�nai tupikì je¸rhma sto 5 an kai mìno an A isqÔei sek�je eukle�deio pla�sio.
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