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'Askhsh 1. Na deÐxete ìti gia k�je sÔnolo A isqÔei
⋃
P(A) = A.

LÔsh. 'Estw x ∈
⋃
P(A). 'Ara x ∈ y, gia k�poio y ∈ P(A). 'Omwc tìte

y ⊆ A, �ra x ∈ A. 'Etsi
⋃
P(A) ⊆ A.

AntÐstrofa, èstw x ∈ A. 'Eqoume ìti A ∈ P(A), �ra x ∈
⋃
P(A). 'Etsi

A ⊆
⋃
P(A).

'Askhsh 2. Na deÐxete ìti gia k�je n ∈ ω isqÔei ω 6∈ n.

LÔsh. 'Estw n ∈ ω kai ac upojèsoume ìti isqÔei ω ∈ n. Tìte apì th
metabatik  idiìthta (je¸rhma 3, sel. 49, shmei¸seic k. Skand�lh) èpetai ìti
n ∈ n. 'Atopo, apì th prìtash 5, sel 47, shmei¸seic k. Skand�lh.

'Askhsh 3. DeÐxte ìti h peperasmènh ènwsh peperasmènwn sunìlwn eÐnai
peperasmènh.

LÔsh. Me epagwg  sto n ∈ N ja deÐxoume ìti A1 ∪ ...An eÐnai pepera-
smèno sÔnolo an ìla ta Ai eÐnai peperasmèna.

Gia n = 1 isqÔei tetrimmèna.
Gia n = 2, to èqoume deÐxei sth prìtash 4, sel. 66, shmei¸seic k. Skan-

d�lh.
'Estw ìti isqÔei gia n, ja deÐxoume gia n + 1. 'Estw A1 ..., An+1 pepera-

smèna sÔnola. 'Eqoume ìti A1 ∪ ...An ∪ An+1 = (A1 ∪ ...An) ∪ An+1. Apì
epagwgik  upìjesh, A1∪ ...An eÐnai peperasmèno sÔnolo kai �ra me thn efar-
mog  thc anaferìmenhc prìtashc 4, èpetai to zhtoÔmeno.

'Askhsh 4. 'Estw (A, <A) (gn sia) kal� diatetagmèno sÔnolo kai èstw
b 6∈ A. OrÐzoume sÔnolo B = A ∪ {b} kai th sqèsh <B na eÐnai

x <B y ⇐⇒ (x, y ∈ A kai x <A y)   (x ∈ A kai y = b)

.

1. Na deÐxete ìti A eÐnai arqikì tm ma tou (B, <B).

2. H sqèsh <B eÐnai kal  di�taxh.

LÔsh.
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1. 'Eqoume ìti A eÐnai èna uposÔnolo tou B. 'Estw x ∈ A kai y <B x. Apì
ton orismì thc <B, èqome ìti anagkastik� y ∈ A. 'Ara A eÐnai arqikì
tm ma tou B.

2. Prèpei na deÐxoume ìti eÐnai gn sia grammik  kai ìti k�je mh kenì upo-
sÔnolo tou B èqei el�qisto stoiqeÐo. Apì tic tèsseric idiìthtec thc
gn siac grammik c di�taxhc ja deÐxoume th metabatik . 'Estw x <B

y, y <B z, opìte x, y ∈ A anagkastik�, en¸ gia to z diakrÐnoume peri-
pt¸seic: An z ∈ A, tìte epeid  <A eÐnai metabatik  kai x <A y, y <A z,
èqoume x <A z, �ra x <B z. An z ∈ B, tìte epeid  x ∈ A, apì ton
orismì thc <A, èqoume oti x <B z. 'Oso anafor� thn idiìthta thc kal c
di�taxhc: èstw Q mh kenì uposÔnolo tou B. DiakrÐnoume peript¸seic:
An b 6∈ X, tìte Q eÐnai mh kenì uposÔnolo tou A, �ra èqei el�qisto,
epeid  to A eÐnai kal� diatetagmèno. An b ∈ X, tìte xana-diakrÐnoume
peript¸seic gia to Q: An X = {b}, tìte to el�qisto stoiqeÐo eÐnai to b.
An X = X0 ∪ {b}, me X0 6= ∅, uposÔnolo tou A, tìte X0 èqei el�qisto
kai autì to el�qisto, lìgw di�taxhc sto B, eÐnai kai el�qisto tou Q.
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